Elementare Begriffe und Schreibweisen

Logische Verkniipfungen.

Wir schreiben: - fiir nicht
A fir und
Vv fir oder
— und = fiir wenn ... So
— und & fiir genau dann, wenn
3 fiir es existiert
\4 fiir fiir alle

Elementbeziehung und Enthaltenseinsrelation (Inklusion).
e a € M &4t a ist ein Element der Menge M
a & M <4ef a ist kein Element der Menge M
o M C N &g aus a € M folgt a € N (M ist Teilmenge von N)
o M ¢ N &g es gilt nicht M C N (M ist keine Teilmenge von N)
¢ M C N &gt M CNund M # N (M ist echte Teilmenge von N)

Definition spezieller Mengen.

e Durch Angabe der Elemente:
{a1,a9,...,a,} ist die Menge, die aus den Elementen a1, as, ..., a, besteht.
Beispiele: {0,1}
12,3,5,7,11,13,17,19, 13,19, 31, 37}
N =4er {0,1,2,3,4,5,...} (Menge der natiirlichen Zahlen)
e Durch eine Eigenschaft E:
{a : F(a)} ist die Menge aller Elemente, die die Eigenschaft F besitzen.
Beispiele: {n :n € N und durch 3 teilbar}
{n:n € N und n Primzahl und n < 50}
0 =get {a : a # a} (leere Menge)

Operationen auf Mengen.
ANB =g {a:a€ Aunda€ B} (Durchschnitt von A und B)
AUB =4 {a:a€ Aoderae B} (Vereinigung von A und B)
A\ B =4 {a:a€Aunda¢ B} (Differenz von A und B)
(

A =gt M\ A Komplement von A
relativ zu einer festen Grundmenge M)

P(A) =qef {B:BC A} (Potenzmenge von A)
Gesetze fiir Mengenoperationen.
ANB = BNA Kommutativgesetz fiir den Durchschnitt
AUB = BUA Kommutativgesetz fiir die Vereinigung
NBNC) = (AnB)N Assoziativgesetz fiir den Durchschnitt
uBUC) = (AuB)U Assoziativgesetz fiir die Vereinigung
nBUC) = (4 ﬂ B)U (A NC) Distributivgesetz
AU(BNnC) = (AuB)N(AUC) Distributivgesetz
ANA=AUA = A Duplizitatsgesetz
AN(AUB) = A Absorptionsgesetz
AUANnB) = A Absorptionsgesetz
ANB = (AuB) de-Morgansche Regel
AU = (AnB) de-Morgansche Regel

|l &

= A Gesetz des doppelten Komplements
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Tupel (Vektoren) und Kreuzprodukt.

e (ay,ag,...,a,) =det Menge der Elemente ay, ag, . .., a, in dieser festgelegten Rei-
henfolge (n-Tupel, n-stelliger Vektor)

o A X Ay X ... X A, =qef {(al,ag,...,an):al € Ai,a0 € Ag, ..., ay GAn}
(Kreuzprodukt der Mengen A, Ag, ..., A;,)

e A" =4 AX AX...x A (n-faches Kreuzprodukt der Menge A)

n—mal

Anzahl.
# A =g Anzahl der Elemente der endlichen Menge A
Es gilt: o H#(A™) = (#A)"

o #P(A) =274

o #A+ #B =H#(AUB)+#(ANB)

o #A4=#(A\B)+#(ANB)

Funktionen.

e f ist Funktion von A nach B <4et f € A X B und fiir jedes a € A gibt es

hochstens ein b € B mit (a,b) € f.
Schreibweise: f: A — B.

Ist (a,b) € f, so schreibt man f(a) = b.
e Funktion f ist eineindeutig oder injektiv <qer aus f(a1) = f(az) folgt a; = as.
e Definitionsbereich der Funktion f ist Dy =gef {a : es existiert ein b mit f(a) = b}.
o Wertebereich der Funktion f ist Wy =qer {b: es existiert ein a mit f(a) = b}.
e Funktion f: A — B ist total &ger Dy = A.
e Funktion f: A — B ist surjektiv <qer Wy = B.
e Funktion f ist bijektiv <qer f ist injektiv und surjektiv.

e Ist f: A — B bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion f~! mit
F71(y) =aet dasjenige x € A mit f(z) = y.
Es gilt f~1(f(x)) == fir # € A und f(f~(y)) =y fiir y € B.
e Fir frA—Bundg: B — Cseigof:A— C definiert durch (go f)(z) =qer g(f(2)).

Relationen.

e R ist n-stellige Relation iiber (A1, Aa, ..., Ay) Sdet R C A1 X Ao X ... X A,
e R ist n-stellige Relation iiber A 4ot R C A™.
e Zweistellige Relation R iiber A ist

— reflexiv &gt (a,a) € R fiir allea € A

— transitiv <qef aus (a,b), (b,c) € R folgt (a,c) € R

— symmetrisch <qef aus (a,b) € R folgt (b,a) € R

— antisymmetrisch < 4¢¢ aus (a,b), (b,a) € R folgt a = b

— linear < qef es gilt (a,b) € R oder (b,a) € R

— eine Halbordnung <4 R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch

— eine Ordnung <ger R ist eine lineare Halbordnung

— eine Aquivalenzrelation < gef R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch
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Woérter und Wortmengen
Alphabet — beliebige Menge von Symbolen (Zeichen, Buchstaben).
Sei 3 beliebiges endliches Alphabet, n > 0, a1,a9,...,a, € 2.

- a1as...a, heillit Wort iber X
- lajag. .. ap| =gef n ist die Linge des Wortes aqas. . . ay

- ¥ =ger {a102...apn : und a,ag,...,a, € ¥}
(alle Worter iiber X der Lénge n)
- X =gef {a1a2...ap : n>0und ay,ay,...,a, € X} =57, X"

(alle Worter iiber )
- € =qot das Wort, das aus keinem Buchstaben besteht (leeres Wort)

(= x0={e}
L C ¥* heifit Wortmenge oder Sprache iiber ¥*. Seien L, L’ C ¥* und n > 0.
- L-I' =4es {wv :w € L und v € L'} (die Konkatenation von L und L')
- L™ =4t {wrwy ... wy, 2 und wy,wy, ..., w, € L}
- L* =gt {wrws ... wy, :n >0 und wy, wo,...,w, € L} =J;_,L"

Bindrdarstellung natiirlicher Zahlen.

Voraussetzung: Jede natiirliche Zahl n > 1 ist eindeutig darstellbar als
n= Zfzo a;-2" mit ax = 1 und ag, ai,...,ax_1 € {0,1}.

Binérdarstellung bin : N — {0, 1}* definiert durch:
- bin(0) =ger 0
- bin(n) =qef axar—1 - ..a1a9, fallsn>1, n = Z?:o a;-2', ar, =1, ag,...,ap 1 € {0,1}

Dyadische Darstellung natiirlicher Zahlen.

Voraussetzung: Jede natiirliche Zahl n > 1 ist eindeutig darstellbar als
n= Z?:O a;-2" mit ag, a1, ...,a; € {1,2}.
Dyadische Darstellung dya : N — {1,2}* definiert durch:
- dya(O) =def €
- dya(n) =gef agag_1...a1ap, fallsn >1,n= Zf:o a;-2" und ag,ay,...,a, € {1,2}.

dya : N — {1,2}* ist bijektiv. Also gibt es eine Umkehrfunktion dya ! : {1,2}* — N. Es gilt

- dya(2n+a) = dya(n)a firn>0und a =1,2.
- dya~Y(za) = 2dya~(z)+a firz € {1,2}* und a = 1,2.

Hiillenoperatoren.
Die totale Funktion I' : P(M) — P(M) heiit Hiillenoperator iiber der Menge M, falls fiir alle Teil-
mengen A, B C M gilt:

e ACT(A) (Einbettung)

e Aus A C B folgt T'(A) CT'(B) (Monotonie)

e I'(T'(A)) =T(A) (Abgeschlossenheit)
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Sei M eine Menge, A C M, f;: M% — M firi=1,...k und m > 0.
F(J)ﬁ,-u,fk (A) =der A

_ k _
e (A) =qef F;’;lfk (A)ulU;{filar, ... aq) ta1,... a5 € F;Zflfk (A)}

(Die Menge der Elemente von M, die durch hochstens m-fache Anwen-
dung der Funktionen fi,..., fi aus A erzeugt werden konnen)

L (A) =det Up—o TR 5, (A)

(Die Menge der Elemente von M, die durch endlichoftmalige Anwendung
der Funktionen f1,..., fx aus A erzeugt werden koénnen)

Es gilt: Die Funktion 'y, 4 : P(M) — P(M) ist ein Hiillenoperator
Lyt P(M) — P(M) heiit der durch fi,..., fi erzeugte algebraischer Hiillenoperator.

Die Menge B C M heifit unter f : M*® — M abgeschlossen, wenn aus ai,...,as € B stets
f(a1,...,as) € B folgt. Es gilt:

1. Ty . 7. (A) ist die bzgl. C kleinste Menge, die A enthélt und unter fi,..., fi abgeschlossen ist.
2. T4 7 (A)=N{B:AC B und B unter fi,..., f; abgeschlossen}

Induktion.

Es geht darum nachzuweisen, dafl jedes Element a einer Menge B die Eigenschaft E besitzt.
Wir schreiben kurz F(a) fiir: a besitzt die Eigenschaft E.

(IA) - Induktionsanfang, (IS) - Induktionsschritt.
1. Variante. Sei M eine Menge, f; : M* — M firi=1,...k, AC M und B =Ty, 5 (A).

Induktionsprinzip zum Nachweis von E(a) fiir alle a € B:

Wenn gilt

(IA) E(a) fiir alle a € A und

(IS) aus E(ay),...,E(as,;) folgt E(fi(a1,...,as,)) firi=1,...,kund a1,...,as;, € M,
so gilt E(a) fiir alle a € B.

2. Variante. Es gibt eine totale Funktion f: B — N.

Induktionsprinzip zum Nachweis von E(a) fiir alle a € B:

Wenn gilt

(IA) E(a) fiir alle a € B mit §(a) < ng und

(IS) fiir alle @ € B mit B(a) > ng: ist E(b) fiir alle b € B mit 5(b) < [(a), so auch E(a),
so gilt E(a) fiir alle a € B.

Ist B =N und 3 die Identitéitsfunktion, so erhéilt man den hiufig verwendeten Spezialfall des

Induktionsprinzips zum Nachweis von E(n) fiir alle a € N:

Gibt es ein ng € N mit

(IA) E(n) fur alle n < ng und

(IS) fiir alle n > ng gilt: ist E(m) fiir alle m < n so auch E(n),
so gilt E(n) fir alle n € N.




