3 Datenkomprimierung

In diesem Kapitel werden wir uns mit effizienten Verfahren zum verlustlosen Komprimieren von Daten
und insbesondere Textdateien begtgen.

Definition 3.1 SeiX ein Alphabet unds C ¥* die Menge der zélssigen Eingaben. Ewerlustloser

Codeist ein Cod€ ¢, d) bestehend aus einem KodierverfaheenS — {0, 1}* und einem Dekodierver-
fahrend : {0,1}* — S, so dassiir alle z € S gilt d(c(x)) = z. Die Mengec(.S) ist die Menge der
Codewortedes Codes.

Um die Bedingungi(c(x)) = « fur allez zu erfillen, muss: offensichtlich injectiv sein. Haben
wir injectives Kodierverfahrem, ist es im Prinzip immer glich, ein geeignetes Dekodierverfahren
d anzugeben. Unser Ziel wird es sein, Kodierverfahren zu finden, die eéigéamst hohe Komprim-
ierung erreichen und Kodier- und Dekodierverfahren zu finden, dglichst schnell laufen.

3.1 Paradoxen der Datenkomprimierung

Zunachst zeigen wir, dass es uagiich ist, einen Code zu finden, der jedégliche Eingabe kom-
primieren kann.

Satz 3.2 SeiS = {0, 1}*. Dann gibt esiir jeden Codédc, d) und jedes: > 1 eine Eingaber € S der
Langen mit|c(x)| > n.

Beweis. Betrachte ein beliebiges > 1. SeiS,, = {0, 1}". Dac injektiv sein muss, muss jedesc S,
einem anderen(z) € {0, 1}* zugeordnet werden. Also igt(.S,,)| = 2", und da mit bis zw — 1 Bits
nur Y7, 2¢ = 2" — 1 verschiedene Codeworte erzeugt werdénrien, muss es ein Codewert S,
geben mitc(z)| > n. O

Auf der anderen Seite gilt der folgende Satz, der besagt, dass die Encyclopedia Britannica im
Prinzip auf ein Bit komprimiert werden kann.

Satz 3.3 For jede Eingaber gibt es einen Codé, d), so dassc(z)| = 1.

Beweis. Weise einfachx das Codewort 0 und jeder anderen Eingabé x das Codeworty zu. Das
erzeugt offensichtlich ein injektives Kodierverfahren. O

Die beiden &tze zeigen, dass man sich darauf konzentrieren sollte, Komprimierungsverfahren zu
finden, die naglichst alle Eingaben dglichst gut komprimierendnnen. Wir werden im folgenden
untersuchen, wie man das erreichen kann. Dabei werden wir uns auf statistische Codéskeschr
Das sind Codes, die entweder eine vorgegebeidibkeitsverteilung von Mustern verwenden oder
die Haufigkeitsverteilung von Mustern in Eingaben analysieren, um eine mglichst gute Komprimierung
zu erreichen.



3.2 Prafix-Codes

Der grundlegende Ansatz statistischer Kodierungstheorie ist wie folgt: finde eine geeignete Wahrschein
lichkeitsverteilunguber S (das Datenmodell) und ein geeignetes Kodierungsverfahirdas die er-
wartete CodeéingeE|c(z)] unter dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung minimiert.

Satz 3.2 besagt, dass die Komprimierung aller Eingabeh @ {0, 1}* unndglich ist. Was gilt
aber fir die erwartete Codahge bei einer uniformen Verteiluritgper.S?

Das folgende Verfahren legt nahe, dass dann eine nichttriviale Komprimieraglicmist. Sei
S ={0,1}2,¢(00) = ¢, ¢(01) = 0, ¢(10) = 1 undc(11) = 01. Fir ein uniform zuéllig gewahltesr
S gilt dannE[|c(x)|] = 1, und wir scheinen damit zwei Bits in ein Bit im Durchschnitt komprimiert
zu haben!

Obwohl das gewissermal3en korrekt ist, ist diese Codierungsmethode nicht raledatiodierung
langerer Worte. Wir &nnen nicht einfach sagen, verwende den Code oben, um 4 Bits zu komprim-
ieren (indemc(xy) = c(z) - z(y) ist), denn der resultierende Codéme nicht injektiv (wir fatten
¢(0011) = ¢(0110)). Wir brauchten in diesem Fall ein explizites Endsymbol, um die verschiedenen
kodierten Zeichen voneinander zu trennen, wodurch sich der Erwartungswert von einem Bit auf min-
destens zwei Bits je zwei Originalbits é@tnen wirde. Die folgende Definition spezifiziert genau, was
wir brauchen, damit wir eine Codierungstechnik €ine endliche Anzahl an Symbolen oder Worten
auch fir beliebige Worte anwenderdknen.

Definition 3.4 Ein Prafix-Codec hat die Eigenschaft, dasérfalle z,y € S mitx # y gilt: ¢(x) ist
kein Prafix vone(y).

Damit folgt natirlich automatisch, dass$x) # c(y) fur allex # y ist und damit jeder Rfix-Code
fur Eingaben inS eindeutig dekodierbar ist. Bfix-Codes haben weiterhin die folgende wichtige
Eigenschatft, die sicherstellt, dass diese im Gegensatz zum Code oben skalierbar, also auf beliebige
Worte inS* anwendbar sind:

Satz 3.5 Wennc ein Prafix-CodeliberX. ist, dann istz" mit der Regel
(g .. xy) = c(xy) - c(za) - ... - c(xy)
ein Prafix-Codeliber X".
Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Es gibt im wesentlichen zwei dylichkeiten, Pafix-Codes zu reg@sentieren: als &ime und als
Intervalle.

e Betrachte einen beliebigen@ix-Codec und den Aho-Corasick Automaten im letzten Kapitel.
Wenn wir diesen auf(.S) anwenden, dann erhalten wir einen Baum von @adéen, in dem die
Blatter den Codeworten it(.S) entsprechen. D.h.uf einen Pafix-Code kann es nie einen in-
neren Knoten im AC-Automaten geben, der einem Codewartin entspricht. Das ist wichtig
fur die eindeutige Unterteilung einer kodierten Eingabe in Codeworte.

e Eine alternative Interpretation ist die folgendéirfein Codewort: € {0, 1}* definieren wir das
dyadische Intervall. C [0, 1) als

I, =[0.c,0.c1111...)

2



wobei0.c und0.c1111 . .. Binardarstellungen von Zahlen j, 1) repfasentieren. Zum Beispiel

ist I3 = [0.101,0.1011111...) = [0.101,0.110), oder in dezimaler Notatiofb/8,3/4). In
diesem Fall ist ein Rfix-Code eine Zuweisung von Eingaben zu einer Menge paarweise dis-
junkter Intervalle.

Fur die zweite Interpretation gilt die folgende Aussage:

Lemma 3.6 Ein Code ist ein Pafixcode genau dann, wenn die dyadischen Intervalle der Cardew
disjunkt sind.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Diese Aussage istirizlich fur den Beweis des folgenden Satzes.

Satz 3.7 (Kraft-McMillan Ungleichung)
1. Seienmy, mo, ... die Langen der Codedrter eines Pafix-Codes. Dann gilg"; 2™ < 1.

2. Falls auf der anderen Seite;, mo, ... natirliche Zahlen sind mig_, 27 < 1, dann gibt es
einen Pafix-Coder, so dassn, ms, ... die Langen der Codetrter sind.

Beweis. Zunachst beweisen wir (1). Falls,, m,, . .. die Langen der Codewrter eines Rifix-Codes
sind, dann sind die &ngen der entsprechenden dyadischen Intervalle gkeith 2-™2 ... Da diese
paarweise disjunkt und ein Teilinterval jin 1) sind, muss gelten, dags; 2—™ < 1.

Als nachstes beweisen wir (2). Um disjunkte Intervalle dedff&2—"™* 272 ... in [0,1) zu
finden, sortieren wir zuichst die Werten,, mo, . . ., S0 dass wir ohne Bescémkung der Allgemeinheit
annehmen &nnen, dass; < my < ... gilt. Angefangen mit O packen wir nun die Intervalle so
dicht wie nmbglich in das|0, 1)-Intervall. Dazu weisen wir das Intervall de&hge2~"™ dem Platz
(<279, %0, 27™ +27™) zu. Das ergibt offensichtlich disjunkte Intervalle, und@a2 =™ <1
ist, passen alle Intervalle in dé& 1)-Intervall hinein. Fir das Interval zun; gilt weiterhin, dass es
sich in birarer Form alg0.z,0.z1111 . ..) darstellen&sst mitjz| = m;, da jede®™™ nurm; < m;,
Bits berotigt. Interpretiert man nun die Intervalle als dyadische Intervalle von Codem, so erhlt
man nach Lemma 3.6 einendix-Codec mit Codewdrtern der langem,, ms, . .. O

3.3 Entropie

Die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist wie folgt definiert:

Definition 3.8 Sei X eine beliebige Zufallsvariable awf mit Wahrscheinlichkeitsverteilung: S —
[0,1),d.h.>,csp(x) = 1. Dann ist dieEntropievon X definiert als

H[X] =} p(x) - log,(1/p(x))

€S
Die folgenden Tatsachen sind leicht zu zeigen:

e Die Entropie der uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung fufl }™ ist n.



e Falls X; und X, unabtaingige Zufallsvariablen sind, dann 81X, X,] = H[X}] + H[X3], d.h.
die Entropie des TupelsX;, X5) ist gleich der Summe der Entropie véfi und X,.

e Fur eine beliebige Funktiofi und ZufallsvariableX gilt H(f(X)) < H(X), d.h. Entropie kann
nicht deterministisch erzeugt werden.

Der folgende Satz verkipft Prafix-Codes mit der Entropie und ist eine vereinfachte Version des
berihmten Source Coding Theorems von Shannon.

Satz 3.9 SeiS eine beliebige Menge unil eine Zufallsvariable auf. Dann gilt:
e Fir alle Prafix-Codes:, E[|c(X)|] > H[X].
e Es gibt einen Pafix-Codec mit E[|c(X)|] < H[X] + 1.

Beweis. Fur (1) gilt:

H(X] < E[|e(X)]]
& Zsp z)log(1/p(x)) < Zsp(x)l's(w)l
& ng )log(1/p(x)) — le(x)]] < 0
& Y p(z)log(27 ) /p(z)) < 0
eSS

Weiterhin ist leicht zu sehen, dass die Funktjgn) = log x konkav ist, d.h. @ir allez, y € IR gilt

£(52Y) 2 5@ + 57 w)

Mit dieser Eigenschatft ist es nicht schwer zu zeigen, dasgtle Folge von Werten,, . .., z; und
jede Verteilungyy, ..., pr Mit >, p; = 1 gilt

f <pr> > Zi:pz-f(xz')

Diese Ungleichung ist auch bekannt als Jensens Ungleichung. Angewandt auf unseren Fall erhalter

wir
S pla) f(271@ /p(a) <f<zp @) fp(a ) log<z2|6$>

zesS zesS zeS

Da nach dem Kraft-McMillan Satg . s 271°®I < 1 gilt, folgt die Behauptung (1) von Satz 3.9.

Als nachstes beweisen wir (2). Wenn wir jeder Worte S ein Codewort der Ange/(x) =
[log(1/p(x))] zuweisen, so gilt

Y2 l@ =y o Tlos(t/p(a)]

zeS zes

< Yo les/p(a)

eSS

= Y plx)=

€S
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Nach dem Kraft-McMillan Satz gibt es also einerafx-Codec mit Codeworten der &nge/. Fur
diesen Code gilt

Efle(X)[] = x%p(%) (x
= x%p - [log(1/p(x))]
< ng - (1+log(1/p(x)))
= aii—g;gp )log(1/p(z)) = 1+ H[X]
Damit ist auch Behauptung (2) gezeigt. 0

3.4 Huffman Codes

Gegeben eine Wahrscheinlichkeitsverteilyngvie kdbnnen wir daraus einen optimalenaf’k-Code
erzeugen? Eine Bylichkeit ware, S in zwei Teilmengert, und S; aufzuspalten, so dass, s, p()
und ", s, p(z) moglichst nah ari/2 sind. Die Codeworte voi, wiirden dann mit einer O starten
und die Codeworte vo; mit einer 1, und wir viarden rekursiv mit den Partitionierungen fortfahren,
bis jedemz € S ein eindeutiger Code zugewiesen worden idir &nen solchen Rfix-Codec gilt
allerdings nuE[|c(X)|] < H[X] + 2 im worst case. Wir brauchen also eine andere Strategie.

Wir prasentieren nun einen sehr einfachen Algorithmus zur Berechnung eines optiniédign Pr
Codes, der auch als Huffman Code bekannt ist. Der Trick des Algorithmus ist, den Code durch den
Aufbau eines Baumes von unten nach oben zu erzeugen.

e Starte mit einer Menge isolierter Knoten, einem Knoten pro ElementS. Jeder Knotem € S
hat ein Gewicht vomp(x).

e Wiederhole, bis nur noch ein einziger Baliitorig ist:

— Wahle zwei Baume aus, deren Wurzetp undr, das niedrigste Gewicht haben.

— Kombiniere die beiden 8ume in einen Baum, indem eine neue Wunzehit Gewicht
p(r) = p(r1) + p(re) erzeugt wird und diese mit; undr, verbunden wird. Dabei ist es
unerheblich, welche der beiden Wurzelnund r, das linke oder das rechte Kind ven
werden.

Eine einfache Priority-Queue reicht aus, um den Huffman-Baum nach obigem Verfahren zu erzeugen.
Verwendet man als Priority-Queue einen Heap, dann ist die Laufzeit des Algorithmusdmgclurch
O(nlogn), wobein = |S|. Sobald wir die Elemente iff in einem Baum organisiert habergrinen

wir daraus sofort den Bfix-Code fir die Elemente irt' ablesen, indem wir jeder linken Kante eines
inneren Knotens eine 0 und jeder rechten Kante eines inneren Knotens eine 1 zuweiseichSer n

Satz zeigt, dass der Huffman Code optimal ist.

Satz 3.10Der Huffman Algorithmus erzeugt einen optimaleifi-Code.



Beweis. Wir beweisen den Satz durch volsidige Induktioruber die Anzahl der Elemente i Falls
|S| = 1 ist, so besteht der Huffman-Baum nur aus einem einzelnen Knoten und der entsprechende
Prafix-Code ist das leere Wort, was sicherlich optimal ist.

Angenommen, wir &tten schon gezeigt, dasg inn > 1 der Huffman-Algorithmus einen opti-
malen Pafix-Code fir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungé@ber einer Mengé’ mit |.S’| = n erzeugt.
Betrachten wir nun eine beliebige Mengeder Gbl3en + 1, und seip eine beliebige Wahrschein-
lichkeitsverteilungiber dessen Elemente. Seieandy die Elemente mit der niedrigsten Wahrschein-
lichkeit in S. Betrachte nun die Meng#, die ausS hervorgeht, indem wit: undy durch ein neues
Elementz mit p(z) = p(x) + p(y) ersetzen. Sei” der Baum, den der Huffman-Algorithmugrfs’
erzeugt, und sei die Tiefe vonz in diesem Baum. Engen wir nun Knotenlir z undy unterz an, so
erhalten wir einen Bauniif S. Wenn/(t) die erwartete Codahge fir einen Baunt ist, so erhalten
wir

UT) = UT") +p(z)(d+1) + ply)(d+ 1) —p(2) - d = L(T") + p(x) + p(y)

Nach der Konstruktion des Huffman-Algorithmusake 7' der Baum, den dieser erzeugt. Betrachte
nun einen optimalen Bauff,,; fur S. Fallsz undy in diesem Baum Geschwister sind, darimken
wir einfachz undy wegnehmen und deren Vatezuweisen, um einen Bauitj,, fur S* zu erhalten.
Das vermindert die erwartete Codape fir 7,,,, um p(z) + p(y), und dal(T") < ((T},) sein muss,
folgt, dass/(T") < ¢(T,,) und somit!(T") = ((T,,:) ist.

Es bleibt, den Fall zu betrachten, dasendy keine Geschwister iff;,, sind. Seid(v) die Tiefe
eines Knotens in 7,,,. Ohne Besclémkung der Allgemeinheit nehmen wir an, da$s) > d(y)
ist. Seiz’ das Geschisterteil vom. Fallsd(z) > d(y), so mussp(z’) < p(y) sein, da wir sonst
durch Austausch von’ undy einen Baum mit kleinerem hinkriegen kbnnten. Weiterhin kann nicht
p(z") < p(y) gelten, da wir angenommen habenundy haben das minimale Gewicht. Daher kann
furd(z) > d(y) nurp(z’) = p(y) sein, so dass wit’ mit y vertauschen&nnen, ohné zu ve&ndern.
Fallsd(z) = d(y) qgilt, fuhrt dieser Austausch auch nicht zu einer&veterung vorf. Wir kdnnen also
immer einen optimalen Baum finden, in denandy Geschwister sind, was den Beweis abschlielit.

Huffman Codes werdeiblicherweise auf Eingabealphabete angewandt, §.reprasentiert die
Menge aller Zeichen, die eine Eingabe enthalten kann. Gegeben ein Huffmani€edeEingabeal-
phabetS, der sowohl der Kodierungs- als auch der Dekodierungsseite bekannt ist (wie ddas déh f
Faxstandard der Fall ist), so ist alles, was die Kodierungsdgaiteifien Eingabetexttun muss, die
Zeichen int systematisch in Huffman-Codes umzuwandeln. Ist der Huffman Code nicht vorgegeben,
so kann das folgende Verfahren angewandt werden:

e Komprimierung: Zunachstwird der Text einmal durchlaufen, um dieddifigkeiten der einzel-
nen Elemente zu ermitteln. Mittels dieseatfigkeiten wird dann der Huffman Coderzeugt
undt mit diesem Code kodiert. Die komprimierte Form wvast dannco ¢(t), d.h. der Huffman
Code selbst (derif die Dekomprimierung gebraucht wird) gefolgt vom komprimierten Text

c(t).
e Dekomprimierung: Zunachst wirdc gelesen, dand = ¢! berechnet, und schliessliefft)
mittelsd in ¢ zuruckverwandelt.

Bei sehr grof3en Texten oder kontinuierlichen Datémsén ist es zu aufanding oder uniaglich,
den Text zweimal zu durchlaufen (einmal zur Ermittlung dé@ukgkeiten und einmalif die Kom-
primierung). Dann kann man z.B adfigkeiteriiber gewisse Intervalleéahlen und den Huffman-Baum
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nach jedem Intervall anpassen, wobei die Intervalkgrso grof3 sein sollte, dass die Konstruktion des
Huffman-Baums vernacissigende Kosten verursacht.

3.5 Arithmetische Codes

Huffman-Codes haben den Nachteil, dass sie ein Bit pro Zeichen glegeginer optimalen Kodierung
verlieren lonnen. Im Fall, dass wir Textec >* haben, in dem ein bestimmtes Zeicheeainen Antell
von 0,999 ausmacht, muss man mit dem Huffman-Code z.B. mindesténgele Bits aufwenden,
um ¢ zu kodieren. Hier sollten viel bessere Methodetgtich sein. Eine solche Methode sind die
arithmetischen Codes.

Arithmetische Codes basieren auf dem Shannon-Fano Code, der wie folgt funktionig¢iteiBei
beliebige Eingabemenge mit einer totalen Ordnung fnéine Zufallsvariable auf, und sei das
dyadische Intervall, vonz € S das Angste dyadische Intervall (d.h. der Fojne, 0.21111 . ..) fur
einz € {0, 1}*) innerhalb von

[Pr[X < z],Pr[X <z])

Da ([Pr[X < z],Pr[X < z])).es eine Partition vori0, 1) ist, sind damit die Intervallé, paarweise
disjunkt, d.h. der Code definiert durch die dyadischen Intervallgist ein Pafix-Code. Fr diesen
Code gilt die folgende Eigenschatft.

Satz 3.11 Der Shannon-Fano Codezu S hat die Eigenschaft, dadg|c(X)|] < H[X] + 2 ist.

Beweis. Seil = [Pr[X < z],Pr[X < z|) fur ein beliebigess € S. Dann ist|/| = Pr[X = z].
Fur k& = [log(1/]1])] + 1 gilt damit, das~* < |I|/2. Also muss es in der ersteratte von/ ein
ganzzahliges Vielfaches var* geben, sagen wir.- 2%, Das Interval[m2*, (m +1)27%) ist damit
ein moglicher Kandidat iir 7, und dal, das Bngste dyadische Intervall ihist, gilt |I,| > 27%. z
kann damit einem Rifix-Code der Bnge bchstens

[log(1/Pr[X =z])] + 1 <log(1l/Pr[X = z|) + 2

zugewiesen werden. D.h. der Shannon-Fano Cadéillt

Efle(X)]] = Z%PT[X = a] - |e(x)]
< Y Pr[X =z|(log(1/ Pr[X =z]) +2)
zeS
= H[X]+2

O

Als einfache Regelir das Codewort einer Eingabec S definieren wirc(z) als die Birardarstellung
von [Pr[X < z]/27%], wobeik = [log(1/Pr[X = z])] + 1 ist. Das ergibt einen Code deahgek
fur c(x), was ausreicht, um Satz 3.11 zuigién.



Algorithmus ArithEncode I:
Il t: Text der langen auf X
Il p: Wahrscheinlichkeitsverteilung atif
low:=0 [l untere Grenze vom aktuellen Interva
range := 1 [/l Lange des aktuellen Intervalls
FORi:=1TOn DO
low := low + (X p(k)) - range
range := p(t[i]) - range
k = [log(1/range)] + 1
c = [low/27¥]
returnc

Figure 1. Die Berechnung des arithmetischen Codes mit unbegrenatsibn.

Algorithmus ArithDecode I:
Il ¢: Arithmetischer Code eines Textes danigen
Il p: Wahrscheinlichkeitsverteilung abif
low:=0 [l untere Grenze vom aktuellen Intervall
range := 1 [/ Lange des aktuellen Intervalls
FORi:=1TOn DO
x := eindeutiges Symbol ik, so dass
¢ € [low + (Syey p(k)) - range, low + (S, p(k)) - range)
tl] ==
low := low + (Xp<, p(k)) - range
range := p(x) - range
returnt

Figure 2: Die Dekodierung eines arithmetischen Codes mit unbegrenatasien.

Statische arithmetische Kodierung

SeiX ein beliebiges Eingabealphabet ynéine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Konnen wir mit
unbegrenzter Rezision rechnen, sadkinen wir die Algorithmen in Abb. 1 und 2 verwenden, um einen
Text in einen arithmetischen Code umzuwandeln oder aus einem arithmetischen Code einen Text zu
gewinnen.

Das Problem mit diesen Algorithmen ist allerdings, dass eine unbegreréssiBn sehr teuer,
wenn nicht unmglich ist. Arbeitet man statt dessen mit gerundeten Zahlen, so kann es zu numerischen
Problemen kommen. Es kann z.B. passieren, dassiwieihen Textt ein Intervall der lange 0
bekommen, womit alle Texte mit &fix ¢ denselben Codedtten. Um diese Probleme zu verhindern,
brauchen wir eine geeignete Arithmetik, die nur eine endlictiziBion erfordert. Die Tricks daf
sind Uberwiegend durch Patente getat, was erkdrt, warum arithmetische Codes trotz ihrer her-
vorragenden Eigenschaften keine grof3e Verbreitung gefunden haben. Im folgahttemveir einige
dieser Tricks auf. Séiigh = low + range die obere Grenze des Intervalls.



e Jedesmal, wenn die Zahlen[low, high) dasselbe ichste Bit haben,dangen wir dieses Bit an
das Codewort an und entfernen da®bhste Bit ausow undrange, d.h. wir multiplizierenow
undrange mit 2 und nehmen beide Werte modulo 1. Das nennen wir im folgenden auch eine
Standardskalierung

Haben wir z.B. die Zahletvw = 0.101011 undrange = 0.001, d.h. high = 0.110011, dann
hangen wir eine 1 anan und setzefow := 0.01011 undrange := 0.01.

e Angenommen, wir verwenden eime-Bit Arithmetik (d.h. es bnnen beliebige Vielfache von
27 im Bereich|0, 1) dargestellt werden). Falls wir die Werte jnso runden, dass alle Werte
p(x) Vielfache von2=™** sind (d.h. die niedrigsteh Bits sind 0), so knnen wir jedes(z)
mit den lochstenk Bits in range multiplizieren, ohne runden zuimsen. Damit wir so ein
neues Intervall mitange > 0 bekommen, muss sichergestellt werden, dass zu jedem Zeitpunkt
range > 2~% ist. Das kann ndlrlich problematisch sein, fallsw sehr nah bel /2 liegt, da wir
dann nicht die Standardskalierung oben verwendamkn. Als Ausweg gibt es eine spezielle
Skalierung, die wir im folgenden vorstellen.

e Unser Ziel wird es sein, die Invariantenge > 1/4 zu erhalten. Falls das verletzt ist und wir
keine Standardskalierung anwenddmken, dann istange < 1/4und1/4 < low < 1/2.
In diesem Fall verwenden wir eine spezielle Skalierung, indemair:= 2(low — 1/4) und
range := 2range setzen.

Wir fahren dann mit dem Kodierungsalgorithmus fort, bis wir die Standardskalierung anwenden
kdnnen oder die Invariante wieder verletzt istoriien wir die Standardskalierung anwenden
und die spezielle Skalierung ist seitdermal verwendet worden, dann unterscheiden wir zwis-
chen den folgendendfen:

— Ist das ldchste Bit inlow gleich 0, dann hngen wir01° an das Codewortan.

— Ist das ldbchste Bit inlow gleich 1, dann hngen wirl0® an das Codewortan.

e Schliel3lich niissen wir noch angeben, was zu tun ist, wenn der Algorithmus alle Zeichen der
Eingabe gelesen hat. Dange > 1/4 ist, ist eine der Zahlen mit NachkommastellenNh=
{01,10, 11} in [low, high). Wir unterscheiden zwischen den folgendedién (s ist die Anzahl
spezieller Skalierungen nach der letzten Standardskalierung):

— s = 0: hange ein beliebiges € N mit0.a € [low, high) anc an.
— s> 0und0.01 € [low, high): hange01°1 anc an.
— s> 0und0.1b € [low, high) fur einb € {0,1}: hangel0®b anc an.

Um die Auswirkungen der speziellen Skalierung zu verstehen, brauchen wir das folgende Lemma.
Lemma 3.12 Die spezielle Skalierung edht |low — 1/2| und|high — 1/2] um den Faktor 2.
Beweis. Seilow = 1/2 — 6; undhigh = 1/2 + §,. Dann gilt fur die Ergebnissé&w’ und high' der

speziellen Skalierung:
low =2((1/2—61) —1/4) =1/2 — 25,



und
high' = 2((1/2 + 83) — 1/4) = 1/2 + 26,

was die Behauptung beweist. O

Dieses Lemma eriglicht den Beweis des folgenden zentralen Lemmas.

Lemma 3.13 Nach jeder Standardskalierung entspricht das relafivd )-Intervall dem dyadischen
Intervall [0.c,0.c1111. . .) fur das bisher ausgegebene Codewotind nacht > 1 speziellen Skalierun-
gen entspricht das relativie, 1)-Intervall dem absoluten Intervald.c01%,0.c10%1111.. . .).

Beweis. Das Lemma kann durch volisdige Induktioriiber die Anzahk der Skalierungen bewiesen
werden. Am Anfang, d.hc = ¢, ist das Lemma trivialerweise wahr. Nehmen wir also an, dass es
fur s Skalierungen schon bewiesen worden ist. Dann betrachten wi ¢ié-te Skalierung. Wir
unterscheiden zwischen 4lfen:

1. Die s-te Skalierung ist eine Standardskalierung und di¢ 1-te auch. Seb das Bit, das
an das Codewort angelangt wird. Dann entspricht das neue relative Intervall dem Intervall
[0.0,0.b1111...) des vorherigen relativen Intervalls. Das absolute Intervakeert sich also
von [0.¢,0.c1111...) zu[0.cb,0.cb1111...). Dab anc angelangt wird, beweist dieser Fall die
Induktionsbehauptung.

2. Die s-te Skalierung ist eine Standardskalierung undsdiel-te eine spezielle Skalierung. Dann
sind die Grenzen des neuen relativen Intervalls nach Lemma 3.12 nur noch halb so weit von
der Mitte 0.c1 entfernt wie die Grenzen des alten relativen Intervalls. Das absolute Intervall
verandert sich also vofb.c,0.c1111...) zu[0.c01,0.c101111.. . .).

3. Die s-te Skalierung ist eine spezielle Skalierung undsdié -te auch. Dann sind die Grenzen des
neuen relativen Intervalls nach Lemma 3.12 nur noch halb so weit von der Mitt@ntfernt
wie die Grenzen des alten relativen Intervalls. Das absolute Intervahgert sich also von
[0.c01%,0.c10F1111 .. .) fur eink > 1 zu[0.c01¥*+1, 0.c10F+11111 . ..).

4. Die s-te Skalierung ist eine spezielle Skalierung unddie1-te eine Standardskalierung. $ei
das Bit, das an das Codewerangelingt wird. Dann entspricht das neue relative Intervall dem
Intervall [0.b,0.01111 . ..) des vorherigen relativen Intervalls. Das absolute Intervatveert
sich also vor{0.c01*,0.c10*1111...) fur eink > 1 zu [0.c01*,0.c01¥1111...) falls b = 0 oder
[0.c10%,0.c10*1111...) falls b = 1. Da01* fur b = 0 und 10* fur b = 1 anc angekangt wird,
beweist dieser Fall die Induktionsbehauptung.

In allen Rallen ist die Induktionsbehauptung alsotdltf was den Beweis abschlief3t. O

Die hinzugefigten Bits am Ende der Kodierung entsprechen dem Fall, ldassuf eine Zahl
mit Nachkommastellen iflow, high) gesetzt wird und-ange auf O gesetzt wird, so dass am Ende
ein c ausgegeben wird, das im letztendlichen Intertall liegt. Die Kodierungsmethode mit begrenzter
Prazision ist also korrekt. Der Algorithmus dazu findet sich in Abb. 3. Die Dekodierung mit begrenzter
Prazision verduft ahnlich zum Algorithmus in Abb. 2 und ist eitbungsaufgabe.
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Algorithmus ArithEncode II:
Il t: Text der langen auf
Il p: Wverteilung auf, kodiert als Vielfache vop—™+*
low:=0 [/l untere Grenze vom aktuellen Intervall
range := 0 /[ Lange des aktuellen Intervalls 8t = 0 (mod 2™)
special := 0 [/ Z&hler fur spezielle Skalierungen
j:=1 [l Position in Codewort
FOR::=1TOn DO
IF range = 0 THEN norm = 2¥ ELSEnorm = range > m — k
low := low + ((X;<y P(j)) > k) - norm
range = (p(t[i]) > k) - norm
WHILE (range > 0 AND range < 2™2) DO
IF low > 2™~ ORlow + range < 2™~ ! THEN
b:=low>m—1 [lgibBits aus
lj] = b
J=7+1
WHILE special > 0 DO
cljl=1-0
ji=7+1
special := special — 1
low :=low < 1 [/l Standardskalierung
range := range < 1
ELSE
low := (low —2™?) < 1 [l spezielle Skalierung
range := range < 1
special := special + 1
low := low + range — 1 /] setze low auf high-1
b:=low>m—1 [l extrahiere 1. Bit
lj] =b
ji=j+1
WHILE special > 0 DO
cjl=1-10
ji=7+1
special := special — 1
b:= (low>m—2)—2-b [l extrahiere 2. Bit
lj] = b
returnc

Abbildung 3: Die Berechnung des arithmetischen Codesn¥igit Prazision. “>” ist der
Rechtsshift-Operator und<” ist der Linksshift-Operator.

Dynamische arithmetische Kodierung

Bisher haben wir angenommen, dass die Wahrscheinlichkeitsvertgiluoggegeben ist. Wenn das
nicht so ist, gibt es eine relativ einfachedlichkeit, die Wahrscheinlichkeitsverteilungalwend des
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Textdurchlaufs anzupassen.

Wir starten zuaAchst mit der Gleichverteilung, d.hiirf2* Zeichen und eine Bitauwisung vor2™
ordnen wir jedem Zeichem den Werth(z) = 2™~ * zu, was der Wahrscheinlichkelt* entspricht.
Weiterhin unterteilen wir den Text in Btke der GoRe B = 2° — 27 fiir ein geeignet groRds Zu
Anfang eines jeden Blockes setzen wirm(z) = 1 fur jedesr € ¥. Jedesmal, wenn wir ein Zeichen
x lesen, erbhen wirnum(z) um 1. Am Ende des Blocks setzen wir dalfx) = (1 — «a)h(z) +
2™ num(x) fur ein fested) < o < 1, wobeia die Aggressiviat der Anpassung bestimmt. Je
grol3era, desto schneller ist die Anpassung.

Arithmetische Kodierung mit Kontext

Bisher haben wir nur Verfahren kennengelernt, die ohne Kontext komprimieren. Viel bessere Kom-
primierungsraten sind aber erreichbar, wenn man mit Kontext komprimiert. Angenommen, das let-
zte gelesene Zeichen war ein “g”. Dann ist es sehr wahrscheinlich,aalsstes Zeichen ein “u”

zu lesen. Man &nnte nun natrlich fur jeden ndglichen Kontext aug Zeichen die Wahrschein-
lichkeitsverteilung @ir das nachfolgende Zeichen aufstellen. Dasenallerdings sehr speicherintensiv
und daher nuriir kleinek machbar. Ein viel besseres Verfahrenidast das PPM (Prediction by Par-

tial Matching) Verfahren und seine zahlreichen Varianten. Der PPM Algorithmus biuewd des
Textdurchlaufs ein Wrterbuch in Form eines Tries auf. Anfangs sind dort nur alle Zeichen des Alpha-
betsY: enthalten, und die &ufigkeit dieser Zeichen wird zu 1 initialisiert, was einer Gleichverteilung
entspricht. Danach wird der Trie durchlaufen wie im Aho-Corasick Automaten. Falksrd zuletzt
gelesenes Worb im Trie und die aktuelle Positionim Textt gilt, dasswt; auch im Trie ist, wird der
t;-Ubergang benutzt. Ansonsten wird ein neUergang iir t; angelegt und der Fehl@vergang be-

nutzt zum Worty’, das einemangsten Suffix inv entspricht. Das wird fortgesetzt, bis gjfUbergang
gefunden wurde, was afestens dann gilt, wenn’ = ¢ ist.

Bei der arithmetischen Kodierung wird der Felilleergang wie ein spezielles Zeichen gewertet.
Jedesmal, wenn ein Zeichen benutzt wird, wird dess&ufigkeit um 1 erbht und die arithmetische
Kodierung mit dem Aufruf Arith{, z) aufgerufen, wobeh eine Haufigkeitsverteilung ist und das
aktuelle Zeichen bzw. die Position indarstellt. Genauer gesagt ruft Arith() den inneren Teil der
FOR-Schleife in Abb. 3 mit[i| = z undp(j) = h(j)/(>, h(x)) auf.

Der Kodierungsalgorithmus ist in Abb. 4 dargestellt. Der er im Prinzip eine online-Version des AC-
Automaten ist, ist seine Laufzeit (abgesehen von den Arith-Aufruf&m)). Es bleibt, die Laufzeit
der Arith-Aufrufe zu besclimken. Hier ist das Problem, dass.; h(j) berechnet werden muss, was
O(]X]) Zeit kosten kann. Um eine bessere Laufzeit zu erreiché&issen wir die:(j)-Werte in einen
Baum organisieren.

Betrachte den vollgindigen bidren Bauml™ mit 2¢ Blattern, wobeis = [log|X|]. Wir fordern
die Aufrechterhaltung der Invariante, dass zu jeder Zeit Bldie Haufigkeit vonh(i) speichert und
jeder innere Knoten die Summe deéatfigkeiten aller Bitter unter ihm speichert. Dann gilirfdie
Wurzelv, dassh(v) = 37, k(i) ist. Sei nuninc(i) die Operation, die die &ufigkeit vonh (i) unter
Beachtung der Invariante um 1 éfit undSum(i) die Operation, die den We}t;_; h(i) berechnet.
Dann gilt:

Lemma 3.14 Im Haufigkeitsbaum mit® Blattern bertigt jedelnc(i)-Operation undSwum(i)-Operation
nur O(s) Zeit.
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Beweis. Fur jedelnc(i) Operationen rassen nur die Bufigkeiten entlang des eindeutigen Pfades
von Blatti zur Wurzel angepasst werden, um die Invariante oben zu erhalténjede Sum(i)-
Operation reicht es, den eindeutigen Pfad von der Wurzel bis nach;Bdattlurchlaufen und dabei
die Haufigkeiten der linken Kinder zu addieren. O

Algorithmus PPM-Encode:
Il t: Text der langen auf X
II'm: maximale Gbl3e des AC-Automaten
I d[q][c]: fur Ubergang vong bei Zeicher: > 1
Il d[q][0]: Fehlerfunktion &ir Zustandy € {0, ..., m}
Il h|q][c]: Haufigkeit von Zeicheabei Zustand;
q[0][0] := —1
FORc:=1TO |X| DO hg|[c] :=1 [l Gleichverteilung
FOR¢q := 0 TOm DO
hlg][0] := 0
FORc:=0TO |X| DOd[g][c] :=0
gnew :=1;q:=0
FOR::=1TOn DO
WHILE d[q][t[i]] = 0 DO
d[q][t[i]] = gnew Il erzeuge neuen Zustand
gnew := qnew + 1
q = d[q][t[i]] /I setze Fehldibergangir ¢’
r = d|q][0]
IF r # —1 THEN
IF d[r][t[i]] = 0 THEN d[¢'][0] := gnew ELSEd|[¢'][0] := d[r][t]:]]
hlq][0] := h[q][0] + 1 /I benutze Fehléergang
Arith(R]g], 0)
q:=r
hlq)[tli]] := R[q][ti]] + 1 /I benutzei]-Ubergang
Arith(hlg], t[4])
q := dg][t[i]]

Abbildung 4: Der PPM Kodierungsalgorithmus.

Alternativ kann man auch einenadfigkeitsbaum als dynamischen Huffman Baum verwalten.
Dann ist der Aufwandiir /nc(i) und Sum(:) gleich der momentanen Codelge fir i, so dass man
insgesamt den folgenden Satz erhalten kann.

Satz 3.15Der PMM Kodierungsalgorithmus kann so implementiert werden, dass er iOZejtlauft.

Die Dekodierung ahmt einfach die Kodierung nach, um aus dem Code defingbphen Text

zuruckzugewinnen. Das istdglich, da von Anfang an jedes Zeichen?ineine positive Hufigkeit
hat, so dass es immer legédercange im AC-Automateniir jedes gelesene Zeichen gibt.
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3.6 Lempel-Ziv Codes

Zum Schluss stellen wir noch zwei Varianten der bekannten Lempel-Ziv Komprimierungsverfahren
vor. Um deren @te zu analysieren, verallgemeinern wir die Entropie ohne Kontext auf die Entropie
mit Kontextk.

Definition 3.16 Seit ein beliebiger Textiber dem Alphabet und sein,, fir ein beliebiges Wortv
die Anzahl der Vorkommen vanin ¢. Dann ist dieEntropiek-ter Ordnungvont definiert als

Helt) = 3 (Z Doz 1og(”w))

wexk zex Nw Tz

Dieser Entropiebegriff hat die folgende Eigenschatft.

Satz 3.17 Fur jede Eingabe und jedes: > 0 gilt fur jeden Pafix-Coder fur einen Kontext der&nge
k, dass|c(t)| > |t| - Hi(t) ist.

Beweis. Analog zu Satz 3.9. O

Die Frage ist also, wie nah man gnH(¢) herankommen kann. Dazu verwenden wir die folgende
Definition.

Definition 3.18 Ein Prafix-Codec heildtgrob optima] falls fur alle £ > 0 und alle Eingabert gilt,
dass
|e(8)] < [¢] - Hi(t) + o([¢])

Ein grob optimaler Code ist also dann besonders gut, wenn die EntraépieOrdnung hoch ist.
Wenn sie allerdings(1) ist, kann dieser Code weit weg von- Hy(t) sein. Um die grobe Optimadit
eines Codes nachzuweisen, werden wir als zentrales Hilfsmittel die folgende Aussage benutzen, die
wir hier nicht beweisen werden, da der Beweis recht komplex ist.

Lemma 3.19 Seienw, ..., w,, eine beliebige Zerlegung eines Texteso dass jedes Woit; hochstens
g-mal vorkommt. Dann giltifr jedesk > 0:

4

mlogm < |t| - Hy(t) + mlog (m) +mlogq+O((k +1)m)

Im folgenden bedeutet— fir ein Wortw das Wortw ohne den letzten Buchstaben, upd )~
kirzen wir ab zuv~".

LZ77 Code

Zunachst stellen wir den LZ77-Code vor. Dieser Code arbeitet wie folgt. Angenommen, dérséext
bereits bis zu einer gewissen Positibm die Wortew, . .., w;_, zerlegt worden. Dann &hlt LZ77

als das Achste Wortw; ab Positionj das Angste Wort, das dadurch erhalten werden kann, dass man
ein einzelnes Zeichen an ein Teilwort vom;w, . .. w;)~~ dranténgt. D.h.w; hat die Eigenschaft,
dassw, ein Teilwort von(w,ws . .. w;)~ " ist, aber nichtw;.
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Diese Definition ist eindeutig, auch wenn sie auf den ersten Blick verwirrend klingt. Betrachten
wir einmal das Wort = abaabbaabbaaa. Dann ist die Zerlegung vangegeben durchy, = a, wy = b,
ws = aa, wy = bb undws = aabbaaa.

Sobaldw; gefunden worden ist,dngt LZ77 das Tripelp;, ¢;, z;) an das Codewort an, wobeip;
die Anfangsposition vom; in (wy ... w;)” " ist, ¢; = |w;]| ist, undz; das letzte Zeichen vom,; ist.

Der LZ77 Code kann effizient mit Hilfe eines Suffix-Baum Algorithmus implementiert werden.
Solch ein Algorithmus kannif ein Eingabewort einen Suffix-Baum von in Zeit O(|¢|) aufbauen,
so dassiir jedes Suchwort in Zeit O(|s|) festgestellt werden kann, obein Teilwort in¢ ist. Aus
Zeitgrunden stellen wir diesen Algorithmus nicht vor, aber eine gute Referenz ist z.B. das Buch “Al-
gorithms on Strings, Trees, and Sequences” von Dan Gusfield. Der LZ77 Code hat die folgende
Eigenschatft.

Satz 3.20Der LZ77 Code ist grob optimal.

Beweis. Zunachst berechnen wir, wieviele Bits wiiifein Tripel (p;, ¢;, z;) berbtigen. Dal < p; <
> j<i Uj ist, reichen(log(>";.; ¢;)] Bits zur Kodierung vorp;. Weiterhin beigtigen wir [log s| Bits
fur z; unter der Annahme, dags| = s ist. A priori ist die GBl3e vor?; zwar nicht bekannt, aber eine
einfache Kodierung hilft, diese anzugeben:

Zunachst wird1*0 ausgegeberiif das kleinste:, so dasg/;| < 2F ist. Darauf folgt die genaue
Kodierung der lange vorv;, was weitere{log |¢;|| Bits berdtigt, und danach die Kodierung vdhn
selbst. Insgesamt werden daf

([loglog ¢;] 4+ 1) 4 [loglog ¢;] + [log ¢;]

Bits berotigt. Fir eine Zerlegung vohin m Worte folgt damit, dass

LZTT(t) =) (log (Z fj) + log ¢; + 2log log &-) + O(m)

i=1 j<i

Offensichtlich ist}>;_; ¢; < [t|. Weiterhin folgt aus der Tatsache, ddsgx + loglog x konkav ist,
dass

> (log £; + 2loglog £;) < m (log([t|/m) + 2loglog([t|/m))

2

Daher gilt

t
LZ7i(t) < mloglt| + mlog <Ln‘> + O(mloglog(|t|/m))
iz

= mlog(m - (|t|/m)) + mlog <m> + O(mloglog(|t|/m))

i

= mlogm + 2mlog (m) + O(mloglog(|t|/m))

Da LZ77 die Eingabe in paarweise verschiedene Worte zerlegt, folgt aus Lemma 3.19, dass

LZT7(t) < |t| - H(t) + 3mlog <|;|> + O (km + mloglog(|t|/m))
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Weiterhin gilt, dassn = O(|t|/ log [t|) unter der Annahme, dass= || konstant ist, daifr jeden
Textt und jede Zerlegung vonin paarweise verschiedene Woutg, . . ., w,, gelten muss, dass es
mindestens eim; gibt mit |w;| > log,(|t|/ log, |t|). Daraus folgt, dass

|t] loglog |t| |t|k
log [¢] log [¢]

LZZTT(t) < |t| - Hy(t) + O (

ist, was die grobe Optima#it von LZ77 beweist. O

Trotz dieses OptimaBitsresultats zeigt der folgende Satz, dés<H, () — 0 die Kompression-
srate von LZ77 asymptotisch@@er alsH, (¢) sein kann.

Satz 3.21 Es gibt eine Konstante > 0, so dassiir jedesn > 1 es einen Textder Langen gibt mit

LZ 1
) | sl
i~ “loglogl

Beweis. Betrachte den folgenden Text:

t=10%2%"110110%110°110*1...10"1
Es gilt || = 25 + O(k?). Weiterhin sindno = (*}'), ny = 2(k + 1) undn, = 2" sowiengy =
(g) + (lf— 1),”01 = k’,nog =1,n19 = k+ 1,n;1 = k, N =0,n9 =0,n9; =1 Und’n,gg =2k _1.
Der dominierende Term,,; log(n.,/n.;) ist nei log(ng/ne1) = klog((k + 3)/2) und alle anderen
Terme sindD(k). Daraus folgt, dasg| - H,(t) = klogk + O(k) ist. Die LZ77-Zerlegung von ist

1 0 o012 22711 101 1021 10°1 ...10%1

Furi > 5qilt 3°;, ¢; > 2F. Also berbtigt die Kodierung vomp; mindesteng bits. Da esk + 4 Worte
gibt, ist daher. Z77(t) = Q(k?), was den Satz beweist. 0

LZ78 Code

Der LZ78 Algorithmus arbeitet wie folgt. Angenommen, der Tesei bereits bis zu einer gewissen
Positionj in die Wortew, ..., w;_1 zerlegt worden. Dann &hlt LZ78 als das achste Wortw; ab
Position; das hngste Wort, iir dasw; = w; fur einj < ¢ gilt. Sobaldw, gefunden worden ist, gibt
LZ78 die Kodierung des Paarég, z;) aus, wobejj; so gevahlt ist, dassv;, = w; istundz; das letzte
Zeichen inw; ist. Wenn wir mit einem Alphabet mitZeichen arbeiten, dann braucht diese Kodierung
hochstenglogi| + [log s| Bits. Wenn der Text also inm Worte zerlegt wird, dann gilt

LZ78(t) = mlogm + mlog s+ O(m)

Der LZ78 Algorithmus kann effizient durch einen Trie implementiert werden, @tgjetiesw; an der
Stellew,;, um einenz;-Ubergang erweitert wird. Derachste Satz zeigt, dass LZ78 leider noch nicht
mal bediglich Hy gut komprimieren kann.

Satz 3.22Es gibt eine Konstante > 0, so dass edif jedesn > 1 einen Text der Langen gibt mit

LZT8W) + (o /nHo(t)

i
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Beweis. Betrachte den Text= 01"~!. LZ78 zerlegtt in die Worte
0O 1 11 111 1111

Die Anzahl dieser Worte ist mindesteg$: und damit
LZ78(t) = V/nlog(v/n) = (V/n/2)logn
Auf der anderen Seite ist
Ho(t) = (1/n)logn + (1 —1/n)log(1/(1 — 1/n)) = (logn)/n+ O(1/n)
woraus sich der Satz ergibt. O

Der LZ78 Algorithmus {@ir sich alleine kann also im Allgemeinen nicht sonderlich gut komprim-
ieren. Die Situation sieht anders aus, wenn man ihn mit dem RLE (Runlength Encoding) Algorithmus
kombiniert.

RLE Code

Seit ein Wortuber dem Alphabet und’ ein Teilwort vont. ' heiRta-Segmenvon ¢, falls ¢’ nur
ausa-Zeichen besteht und die Zeichen direkt vor und i@ ¢ ungleicha sind. Sei 0 ein spezielles
Symbol, das nicht irt ist. Fir jedesk € IN unda € ¥ sei B(a*) die Binarkodierung vorik, in der
jede 1 durchv ersetzt wird. D.h.

B(a®) = ala

Fur ein Wortt, so ist RLE() definiert als das Wort, das wir erhalten, indem wir jedesSegment*
in t durch B(a*) ersetzen. D.h. aus= aaafBayyyy ergibt sich

t = aaB0a~y00

Offensichtlich istf eindeutig dekodierbar. In der Tat isimmer das erste Symbol in jedefi{a*) und
wir wissen, dass wir das Ende vaéi{«*) erreicht haben, wenn wir auf ein venund O verschiedenes
Symbol treffen. AuRerdem gilt, dagB(a*)| = |log k| + 1 < k und damit|¢| < [¢| ist.

Analyse von LZ78z,,

Der LZ78z;, Algorithmus transformiert die Eingalyezurachst in die RLE-Kodierung und wendet
dann den LZ78 Algorithmus aufan. Rir diesen Algorithmus gilt der folgende Satz.

Satz 3.23Der LZ78;;, Code ist grob optimal.

Beweis. Zunachst brauchen wir das folgende technische Lemma, dessen Beweis wir hier nicht geben
werden, da er recht komplex ist.

Lemma 3.24 Eine LZ78 Zerlegung vohin m Worte impliziert eine Zerlegung vadrin m Worte, so
dass jedes Wortdthsteng log |¢t|-mal vorkommt.
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Damit folgt aus Lemma 3.19, dass

g

mlogm < |t| - Hi(t) + mlog <> + mloglog|t| + O(k - m)
m

Da diem Worte int alle verschieden sind, gith. = O(|¢|/ log |¢|) = O(|t|/ log|t|) und damitlog || =
O(|t|/m). Daraus ergibt sich, dass

mlogm < |t| - Hi(t) + 2mlog <W> +O(k-m)
m

ist. Dam = O(|t|/log|t|) ist, gilt fur konstantes, dass
LZ78Rr(t) = mlogm+mlogs+ O(m)
t
H) + O(k -m)
m

_ |t|-Hk<t>+o((10gl°g’”+ i )-|t|>

log[t]  loglt|

< || - Hy(t) + 2mlog <

und damit LZ7&;, grob optimal ist. O
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