4 Lineare Optimierung

In diesem Kapitel werden wir uns mit effizienten Verfahren im Bereich der linearen Optimierung
besclaftigen.

4.1 Einfihrung

Als Einfuhrung betrachten wir das Beispiel einer &rdffinerie. Es gibt zwei Crackprozesse, um
schwerel (S), mittelschwere®©l (M) und leichtesOl (L) zu produzieren (GE = Grundeinheit, ME
= Mengeneinheit).

e Crackprozess 1: Kosten: 3 GE, S: 2 ME, M: 2 ME, L: 1 ME
e Crackprozess 2: Kosten: 5 GE, S: 1 ME, M: 2 ME, L: 4 ME

Die Mindestproduktion sei
3MES,5MEM, 4 ME L

Um die kostengnstigste Kombination der Crackprozesse zu ermitteln, die die Mindestproduktion
sicherstellt, @ihren wir zwei Variablen ein:

e 1. Produktionsniveau von Crackprozessil > 0

e 1. Produktionsniveau von Crackprocess2 > 0
Fur den Ausstol3 gilt dann

e 211 +1o ME S>3 ME

e 2x1 4+ 2xo MEM > 5 ME

e 71+ 41, MEL > 4 ME

und die Gesamtkosten sind= 3x; + 5x,. Das lineare Optimierungsproblem dazu sieht dann wie
folgt aus:

min 3z, + 5

(1) 201+ 292 > 3
(2) 2v1+x9 > 5
3) Ty t+4r > 4
(4) rp, > 0
(5) . > 0

Eine geometrische Interpretation des Optimierungsproblems ist in Abb. 1 zu findedieFopti-

male Losung gilt:
2
Y= Wert= 8,5
o= (5) ,

Fur eine Zielfunktionaz, + bz, mit a < 0 gibt es keine bsung, dar; beliebig grof3 und damit der
Zielfunktionswert beliebig klein ge@hlt werden Bnnte.
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Zielfunktion

Figure 1: Geometrische Interpretation des Raffinerieproblems.

Abb. 1 legt folgende Vermutung nahe: Wenn eine Optitglhg existiert, dann existiert eine, die
fur n Variablen im Schnitt vom Hyperebenen liegt (in unserem Beispiel im Schnitt zweier Geraden).
Diese Vermutung wird siger noch pazisiert und bewiesen. Unter der Annahme, dass diese wabhr ist,
konnen wir die folgende naivedsungsmethode verwenden:

Schreibe (1) bis (5) als Gleichungen uidé alle(g) = 10 Gleichungssysteme mit 2 der Gleichun-
gen. Von den bsungen, die zaksig sind, ist die mit dem kleinsten Zielfunktionswert die optimale.

Angenommen, wir haben Variablen und» Gleichungenyn > n. Dann nussten wir(") Gle-

ichungssystemeébken, was nétlich eindeutig zuviel ist. Eine bessere Methode ist die Simplexmeth-
ode, die wie folgt arbeitet:

1. Finde eine zudssige bsung (im Schnitt vom Hyperebenen).

2. Gehe durch Austausch je einer Hyperebene zu einer benachbédend, deren Zielfunktion-
swert nicht schlechter ist.

3. Wiederhole (2), bis eine optimalekung gefunden wurde.

Wir werden sg@ter sehen, dass die Optimatitder gefundenendsung durch die Duakltstheorie

sichergestellt ist. Zuichst werden wir per Hand zeigen, dags= (132) eine optimale bsung ist.

Dazu machen wir die folgenden Beobachtung@reine zuassige losungz.

e 1. Beobachtung: Eiilt = eine Ungleichung, dann auch eine beliebige Skalierung dieser Ungle-
ichung, d.h. in unserem Beispiel gilt

(2') 4z +4x9 > 10 (skalieren von (2) um Faktor 2)

e 2. Beobachtung: Eiilt = zwei gleichgerichtete Ungleichungen, saditfer auch deren Summe.

(1) 20y + 9 > 3
QB x+4r, > 4
3.(131 + 5.172 Z 7
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Wir erhalten damit also eine untere Schrankedie Optimalbsung (siehe die Zielfunktion).

e 2. \ersuch:
(1) 21‘1 + X9 > 3
(2) 2.7}1 + 2.752 Z 5
4&71 + 3%2 > 8

Das kann nicht zur Absé@tzung der Zielfunktion3z; + 5x,) verwendet werden.

e 3. Versuch:

1,5-(2) 31+ 310
=2>0 3T1 + dT9

7,5

>
> 75

Das ergibt eine etwas bessere untere Schranke, aber noch nicht den Optimalwert.

Um eine systematische Suche der Multiplikatoren durditagn, fihren wiry, far (1) ein,y, fur
(2) ein, undy; fur (3) ein. Dann Bnnen wir die Suche nach einer unteren Schranke formulieren als

max3y; + Sya + 4ys (Koeff. rechts von (1)-(3) oberuf untere Schranke)
(1) 2 +2y+ys < 3 (1) -y +(2) 92+ (3) - ys < 3bzgl. 2y)
(2) yi+2y+4ys < 5 (1) -3+ (2) 52+ (3) - ys < 5 bzgl. 25)
(3) Y1,92,y3 > 0O

Wir betrachten nun die Optimakungy* = (v; v3 y5)* = (0, 7/6, 2/3). Fur diese gilt

7/6-(2): (14/6)z, + (14/6)z, > 35/6
4/6-(3):  (4/6)z1 + (16/6)x, 16/6
3$1+5$2 8,5

>
>

x* ist also tatachlich eine Optimatisung, daiiir jede giltige Losung gelten muss, dass; +5x5 >
8, 5. Fur unsere Methodedanen wir den folgenden Satz zeigen.

Satz 4.1 (Schwacher Dual#tssatz) Es seien: € IR", b € IR™ und A eine reelle(m, n)-Matrix. Fur
die Probleme

e (P) min{c’z | Az > b, x>0}
e (D) max{y’v|yTA< T, y >0}

gilt folgende Aussage:
Seienz, € IR" undy, € IR™ Vektoren mitdzy > b, o > 0 undyl A < cT, yo > 0, dann ist

yg b < chO



Beweis.
Yo b < yg (Axg) = (yg A)zo < o

O

Der starke Dualitssatz besagt, dagg )b = ¢’ z* fur die Optimalbsungen:* undy* ist, wie wir
noch sgater sehen werden.

Es gibt auch einékonomische Interpretation des dualen Programms. Betrachten wir die folgende
Frage: Bei welchen Marktpreisen lohnt sich die Eigenproduktion gerade nochg @ew. ys, ys)
der Marktpreis von S (bzw)/, L). Dann sind:

e max3y; + 5yo + 4ys: maximale Bezahlung, ohne selbst zu produzieren.

e 2y, + 2ys + y3: Kosten fir Ausstold von CP 1
> 3: Produktion lohnt sich

e y; + 2ys + 4ys: Kosten fir Ausstol3 von CP 2
> 5: Produktion lohnt sich

11, ¥o UNdys heilden auch Schattenpreise.

4.2 Optimierungsprobleme

Bevor wir mit der Formalisierung unseres algorithmischen Ansatzes weiter voranschreiten, formal-
isieren wir zurchst den Begriff der linearen Optimierungsprobleme und anderer wichtiger Klassen
von Optimierungsproblemen.

Im allgemeinsten FalBsst sich ein Optimierungsproblem wie folgt beschreiben. Gegeben:

e MengeS

e geornete TeilmengéTl’, <) (d.h. zwischen je zwei Elementent € T gilt genau eine der
folgenden Beziehungen: < ¢, s = t, oders > t)

e Abbildungf:S — T
Gesucht:
e Maximierungsproblemz* € S, so dasg(z*) > f(x) furallez € S
e Minimierungsproblemz* € S, so dassf(z*) < f(z) furallex € S
Schreibweise:
e max,cs f(z) fUrmax{f(z) | x € S}

e mingcs f(z) fUrmin{f(z) | z € S}

Definition 4.2 (Nichtlineares Optimierungsproblem) Es seienf, g; (i € {1,...,m}) undh; (j €
{1,...,p}) differenzierbare (oder zumindest stetige) FunktionenIR8n— IR. Dann heif3t



min f(z) s.d. ¢;(z) <0 furi=1,....m
hij(z)=0 furj=1,...,p
xr € IR"

nichtlineares Optimierungsproblem

Eine MengeS C IR" heil3tkonvex falls gilt: Sindx,y € SundX € IR, 0 < X\ < 1, dann ist auch
Az + (1 — Ny € S. Eine Funktionf : IR" — IR hei8tkonvexfalls fur alleA € R, 0 < A < 1, und
allez,y € IR" gilt:

A f@)+ (L =Nfly) = fOz+ (1= A)y)

Beispiele konvexer Mengen und Funktionen finden sich in Abb. 2.

@ &

konvexe Menge keine konvexe Menge

konvexe Funktion keine konvexe Funktion

Figure 2: Konvexe und nichtkonvexe Mengen und Funktionen.

Definition 4.3 (Konvexes Optimierungsproblem)lIst S € IR" konvex undf : IR" — IR eine konvexe
Funktion, dann heif3in,.s f(x) einkonvexes Optimierungsproblem

Eine konvexe Mengé kann z.B. definiert sein durch = {z € R" | g;(x) <0, i =1,...,m},
wobei dieg;, i = 1, ..., m, konvexe Funktionen sind.

Definition 4.4 (Lineares Optimierungsproblem) Gegeben seienc IR", b € IR™, A € IR™*", dann
heil3t

maxc'zs.d. Az <b
x>0



lineares Optimierungsproblem

Definition 4.5 (Lineares Optimierungsproblem) Gegeben seienc IR", b € IR™, A € IR™*", dann
heif3t

maxc'zs.d. Az <b
x >0 ganzzahlig

lineares ganzzahliges Optimierungsproblem

Definition 4.4 scheint recht eingesémkt zu sein, denn neben Maximierungsproblem@mniten
auch Minimierungsprobleme, statt Ungleichungen auch Gleichungen in den Restriktionen, und statt
der Forderung > 0 auch beliebige reelle Variablen betrachtet werden. Die folgenden Transformatio-
nen zeigen aber, dass die Form in Definition 4.4 aber eine Normalforailé Optimierungsprobleme
uber linearen Zielfunktionen und Restriktionen ist.

1. Umformung von Minimierungsproblem in Maximierungsproblem:

minclzs.d. Az >b N max—clrs.d. —Ax < —b
x>0 z >0

2. Umformung von Gleichungen in Restriktionen:

maxc’y s.d. By >d =y Maxclzsd. (F)z< ()
y>0 = x>0

3. Umformung von reellwertigen in nichtnegative Variablen:

maxa’ys.d. By >d (") max (ja)Tx sd. (B,-B)z<d
y € IR = x>0

Wir betrachten nun ein paar Beispieligr flineare Optimierungsprobleme, denen wir schon im
ersten Kapitellber maximale Rklsse begegnet sind.

Maxflow Problem

Gegeben seien ein gerichteter Graph= (V, £') mit Kantenkapaziétenc : E — IRT und das Quell-
Ziel-Paar(s, t) in G. Fur jede Kante: € E seix, > 0 der Flusswert entlang Dann ist das Maxflow
Problem wie folgt definiert:

MaX>_ (s wyck L(sw) = 2o (u,s)eE T(u,s) Flusswert= Fluss aus;
S.d. Y(uw)er Tuw) — Lww)eE Lww) = 0 furallev € V'\ {s,t} Flusserhaltung
z. < c(e) furallee € £ Kapazititseinhaltung

z. > 0furallee € £



Mincost Maxflow Problem

Gegeben ist hier ein gerichteter Grapgh= (V, E) mit Kantenkapaziétenc : £ — IR" und Kan-
tenkostenu : £ — IR* und das Quell-Ziel-Pad, ¢) in G. Wir erinnern uns daran, dass die Kosten
eines Flusseg definiert sind als

ecE
Um den maximalen Fluss mit minimalen Kosten zu findéseh wir zuachst das Maxflow Problem
oben, um den maximalen Zielfunktionswett zu erhalten. Mit Hilfe dieses Wertes stellen wir dann
das folgende lineare Optimierungsproblem auf, das uns den maximalen Fluss mit minimalen Kosten
liefert.

min3-cep w(e) - f(e)

S.d. Y(swerE Tsw) = L(us)el Llus) = f* Flusswert maximal
X uw)eE Tluw) — 2(vw)ek Tww) = 0 fUrallev € V'\ {s,t} Flusserhaltung
z. < c(e) furallee e £ Kapazititseinhaltung

z. > 0flurallee e £/

4.3 Die Simplexmethode

Im folgenden bezeichné die Einheitsmatrix (d.h. die Matrix mit 1en entlang der Diagonalen und
sonst Oertiberall). Seiem € IR, d € IR™ und D € IR™*". Wir betrachten die folgendeiquivalenten
Umformungen:

maxa’y s.d. Dy >d maxa’ys.d. Dy+Is=d
y=0 y,s 20

maxa’y s.d. s=d— Dy

- y,s >0
maxzs.d. s=d— Dy
= z:aTy

y,s >0

Variablen iny hei3en Entscheidungsvariablen und die Variabler mmeil3en Schlupfvariablen.
Betrachten wir wieder unser Beispiel mit der Bi@ffinerie. Fir das duale Optimierungsproblem
galt:

max3y; + dys + 4y

21 + 2y +ys <3
yi1+2y +4ys < 5
yi,Y2,ys > 0

Transformieren wir dieses in das System oben, so erhaltefiit{, . . ., z5) = (y1, Y2, ys3, 51, S2)
die Restriktionen



(1) Ty = 3 — 233'1 — 2%2 — I3

(2) 5 = o — T — 25(32 - 41’3
(3) z = 3[E1 +5ZL’2 +4l‘3
T1y...,T5 Z 0

x1, T2, x3 Werden Nichtbasisvariablen und, x5 Basisvariablen dieses Systems genannt. Eine erste
Losung @ir das Gleichungssystem oben kann man erhaiten;f= 0, xo = 0 undx3 = 0. Das ergibt
aber lediglichz = 0, was noch weit vom optimalen Zielfunktionswert= 8, 5 entfernt ist. Umz zu
ertbhen, kbnnen wir entweder, z, oderz; erhbhen, da all diese Variablen positive Koeffizienten in
der Gleichung ir = haben. Erihen wir z.B.z; und lassen:; = 0 undz;z = 0. Dann erhalten wir

z = 3x1 > 0 und weiterhin gilt

g >0 = x1<3/2
r5 >0 = r1 <5

Wir kdnnen alse; bis auf3/2 erhbhen, ohne in eine uiidtige Losung zu geraten. fren wir einen
Basistausch zwischen undz, durch, so ergibt aus dem System oben das System

@) o = (3/2) - (/2 (1/2)r

(2) x5 = 5—-((3/2) —x2— (1/2)x3 — (1/2)xy) — 229 — 43
= (7/2) =y = (7/2)as + (1/2)a4

B) =z = 3((3/2) —xo — (1/2)x5 — (1/2)x4) + Sxo + 423

= (9/2) 422+ (5/2)x3 — (3/2)x4

Furz, = 0, z3 = 0 undz4 = 0 erhalten wir also: = 9/2, was besser ist als vorher. Al&chstes
konnen wir entweder, oderx; erhbhen, da beide positive Koeffizienten in detleichung haben.
Angenommen, wir wollem:, erhdbhen. Dann gilt:

(1’) x>0 = $2§3/2
(2’) 5 >0 = x5 < 7/2

Wir fuhren also einen Basistausch vonund x5 durch. Daraus ergibt sich

1) z2 = (3/2) =1 — (1/2)x3 — (1/2)a4
(2”) s = 2+ T — 31'3 + 24
3) =z = (15/2) —2z1+ (3/2)z5 — (5/2)x4
Als nachstes &nnen wir einen Basistausch vopundz; vornehmen. Das ergibt
(1") x2 = (7/6) = (7/6)z1 — (2/3)zs + (1/6)5
(27) @z = (2/3)+ (1/3)x1 4+ (1/3)xs — (1/3)xs

3" =z = (17/2) = (3/2)x1 — 2z4 — (1/2)x;

Da z nicht weiter zu erbihen ist, erreichen wir alsaif x; = 0, x4 = 0 undz; = 0 eine optimale
Losung mitry = 7/6 undz; = 2/3.

Die Regel, die wir zum Basistausch oben verwendet haben, nennt sich auch “kleinste Indexregel”.
Eine andere Regel ist z.B. der “steilste Einheitsanstiegt.diese Regel iwrde in der ersten Iteration
ein Basistausch von, undz, durchgetihrt werden. Daraus ea@ye sich



(T'a) 22 = (3/2) —a1 — (1/2)z3 — (1/2)z4
(Z,a) T3 = 24 x1— 33+ 14
(Ba) =z = (15/2) —2x1 + (3/2)z3 — (5/2)x4

Die Optimalitt wirde dann in zwei weiteren Iterationen erreicht.
Aus unseren Erfahrungen obedrinen wir die folgenden Regeln formulieren:

¢ Eintrittsvariable : Variable mit positivem Koeffizienten in-Gleichung

z = Z* -+ Z Ejl’j
JEN

wobeiz* den momentanen Zielfunktionswert uadden momentanen KoeffizientearfNicht-
basisvariable:; angibt.

e Austrittsvariable : Die Basisvariable, deren Nichtnegatatitlie kleinste obere Schrank tie
Eintrittsvariable impliziert.

Gibt es keine solche Variable, z.B.

T4 = 5+ 2x1 —x9— 313
Ty = 7—31'2—41'5
Z = X1 — T2 — T3

bei Eintrittsvariabler,, dann ist das LP unbesé@mkt. Ein Beispiel éir einen System mit mehreren
Kandidaten iir die Austrittsvariable ist

gy = 1

T5 = 3— 2271 + 41’2 - 6ZE3

Tg — 2+J]1—3ZE2—4ZL‘3
z = 2x1— T9+ 813

mit Eintrittsvariablexs, da fur x5 undz gilt, dassxs < 1/2. Einen anderen interessanten Fallédtrh
man, wenn mans undx, mit der Forderung:; < (1/2) — (1/2)x, austauscht. Das ergibt

w3 = (1/2) = (1/2)z4

Ty = 0— 2131 + 4%2 + 35(74
Tg — 0—$1—3$2+2$4
z = 44211 —x9 —4ny

Fur die Eintrittsvariabler; folgt sich fur z5 undxg, dasse; < 0 sein muss. In diesem Fall spricht man
von einerDegeneriéit oder einendegenerierten PivotDer Basistausch von, undx; ergibt

ry = O+21’2+(3/2)3§4— (1/2)1‘5

rg = (1/2) = (1/2)xy

rg = 0—mx9+ (7/2)xy — (1/2)x5
z = 443x9— 14— T5

Ein weiterer Basistausch mit, fihrt dann zur Optimafisung.

Da sich bei degenerierten Pivots der Simplexalgorithmus nicht verbessert, stellt sich die Frage,
ob der Simplexalgorithmus immer terminiert. In der Tat terminiert er nidhjdéde Simplexregel.
Betrachte z.B.



rs = 0—(1/2)x1 + (11/2)xy + (5/2)z3 — 924

re = 0—(1/2)z1 4 (3/2)x2+ (1/2)x3 — 24
Ty = 1-— T
z = 10x7 — 5Tx9 — 923 — 2414

und die Regel
1. Eintrittsvariable: Kandidatin mit gf3tem Koeffizienten.
2. Austrittsvariable: Kandidatin mit kleinstem Index.

Es folgen sechs degenerierte Pivots, nach denen wir wieder wie am Anfang sind. Eine Hausaufgabe
wird sein, diese Rechnungen nachzuvollziehen.

Glucklicherweise gibt es eine Pivotregel, die immer terminiert, die audBlaigl’'s Regebekannt
ist: Als Basiseintritts- und Austrittsvariable wird immer die Kandidatin mit dem kleinsten Index
gewahlt. Einen Beweis dazu geben wiraer.

Zunachst formalisieren wir den Simplexalgorithmus weiter. Wir betrachten LPs der Form

maxc’x
sd. Ax=b
z >0

e AclR™", m<n
e rang(A) =m
o P=(A,b) :={z€R"| Az =b, z > 0}

Diese Eigenschaften galten oben mit= (D, ), c = (g) undb = d. Konventioneniir A sind:

Zeilenindexmenge vod: {1,2,...,m}

Spaltenindexmenge vo#: {1,2,...,n}

Basis:B = (p1,p2, -, pm)t € {1,2,...,n}™

Nichtbasis:N = (q1,¢2, - - -, @)’ € {1,2,...,n}"™
e B, N Vektoren oder Mengen, akhgig von der Situation.
e BUN={1,2,....n}, BNN =0

FureinJ C {1,2,...,n} seiA,, die Untermatrix vord nach Streichen der Spalten{i, ..., n}\ J,
undfur7 C {1,2,...,m} seiA,, die Untermatrix vorA nach Streichen der Zeilen {1, ..., m} \ I.
Fur den SpezialfallJ| = 1, d.h. J = {j}, schreiben wir auchl,; anstatt4,;;, und fur || = 1, d.h.
I = {i}, schreiben wir auchl;, anstattA;,. Zur weiteren Vereinfachung werden wir; stattA, s
und Ay statt A,y schreiben.

Definition 4.6 Gegeben sei ein Gleichungssystdm = b, A € IR™*", b € IR™, rang(A) = m,
aullerdemB und N nach obigen Konventionen.

10



(a) Ist Ap regular (d.h. invertierbar), so heil3tl 5 Basismatrix(oder kurzBasi9 und B Basisin-
dexvektor(oder kurzBasig und Ay NichtbasismatriXNichtbasi3 und N Nichtbasisindexvek-
tor (Nichtbasi3. Der Vektorz € IR" mitzy = 0 undxg = Az'b heiRtBasisbsungvon Az = b
zur BasisAg.

(b) Ist Ap eine Basis, dann hei3en die Variabley j € B, Basisvariablemundz;, j € N, Nicht-
basisvariablen.

(c) Ist Ap eine Basis und giltd;'b > 0, dann heiRendz und die dazugetrige Basisbsungx
zulassig(andernfallsunzuBssig.

(d) Eine Basisbsungx zur BasisAp heilRtnichtdegenerieytfalls (v5); = (Ag'b); # 0 fur alle
i € B, und sonstlegeneriert

Warum sind Basiglsungen so wichtigiir den Simplexalgorithmus? Erinnern wir uns daran, dass
wir am Anfang des Kapitels vermutet haben, dass wenn eine Opbisogly) existiert, dann existiert
eine, die @ir n Variablen im Schnitt vom Hyperebenen liegt. Der Simplexalgorithmus exploriert diese
Losungen, indem er sich von Bagisting zu Basisisung bewegt. Eine zagsige Basisisung kann
man sich vorstellen als eine Ecke dedimensionalen Polyeders, der durch die Restriktionen definiert
ist. Der Simplexalgorithmus wandert also durch einen Basistausch entlang der Ecken dieses Polyeders
wobei er nur Basistausche betrachtet, die zu einer benachbarteniiic&n,fdie einen mindestens so
guten Zielfunktionswert wie die vorherige Ecke hat.

Nun mag man sich fragen, ob die Menge der Bésishgen alle relevanten Ecken abdeckt, da ja
immern dern + m Variablen (die Nichtbasisvariablen) auf O gesetzt sind. Das ist in der Tat der Fall,
wie wir noch sehen werden.

Satz 4.7
(a) Istx eine nichtdegenerierte Basislung, dann ist die zu gelbrige Basis eindeutig definiert.

(b) Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. (a) Angenommen, es gibt eine Ba&ls+# B mit xz = 2. Dann gibt es eiimiti € B und
i ¢ B'. Indiesem Fall muss abet = 0 sein, was zum Widerspruchlirt.

(b) Betrachte z.B.
110 1
A_<001> und b_<0>

Die Basen sind 1, 3) und (2, 3) und die dazugeirigen Basisbsungen sind1,0,0)” und (0, 1,0)7.
Beide sind entartet, haben aber eindeutig bestimmte Basen. O

Grunde fir Degeneriit kdbnnen sein:
e Uberflissige Variable (vermeidbar)
¢ redundante Ungleichung (vermeidbar)

e geometrische Gmde (nicht unbedingt vermeidbar)
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Eine Ungleichungl’z < d, heiRtredundantbeiglich P(A,b), wenn gilt:z € P(A,b) = dfx <

dy. Geometrische Ginde lbnnen dann entstehen, wenn es eine Ecke gibt, in der sich mehr als nur
n Hyperebenen schneiden (betrachte z.B. die Spitze einer Pyramide im 3-dimensionalen Raum). Ein
Basistausch an einer solchen Ecke kann dédwein, dass der Simplexalgorithmus bei dieser Ecke
bleibt.

4.4 Korrektheit

Bisher haben wir den Simplexalgorithmus nur auf einer recht intuitiven Ebene beschrieben. Jetzt
formalisieren wir diesen und beweisen seine Korrektheit. Wir betrachten LPs der Form

maxc!
s.d. Ax=1b
x>0

Aufgeteilt in Basis- und Nichtbasisvariablen erhalten wir
max(2) (1)
s.d. (A, An)(22) =b
(2) 20

Daraus folgt

AB.CEB + ANxN = b

= g = Aglb—AEIANZL’N
und
z = chBJrcﬁxN

= Cg(Aglb — AglAN.%’N) + CTJ\}.Z’N

= LA+ (¢ — chAGZ AN)aN
Wir erhalten also das folgende Simplexgleichungsschema (SGS):

rp = Aglb - AglANIN

z = chAR+ (ch — cEAZ AN)TN

Das Bsst sich als sogenanntes Simplextableau wie folgt darstellen:

cEAZD | cLAG An — %
AGh A Ay

Fur das Raffinerie-Beispiel gilt:

22110 3
A: = T: 4
(1 240 1) b (5) ¢ =1(3,54,0,0)
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Das Anfangs-SGS dazu ist

3
A =
- ()

cEAG'D = (3,5,4) —(0,0,0)

Das Tableau sieht also wie folgt aus:

210|354
w2, 13221
2515 1] 2] 4

Durch den Basistausch van undz, ergibt sich daraus:

B = (2,5) und N =(1,4,3)

(20 4 [30 S, (3
Ap = (21)’ Ap _<—11>’ Apb =15
111
A]§1AN — ( 12_21 )

3
3
chAG'D = <;>

B 111
cn — cpAGL = (3,0,4) — (5,0) - (_1 2_21 3)
= (—2,—5/2,3/2)
Damit erhalten wir

xo = 3/2—11— (1/2)xy — (1/2)x3
rs = 2431+ x4 — 373
z = 15/2 = 2x1 — (5/2)x4 + (3/2)x3

oder als Tablueau:
T T4 T3
z | 15/2| 2 5/2 -3/2

x| 32| 1 12 1/2
x5 | 2 -1 -1 3

Die Komponenten des Vektor§ — cLA5' Ay heiRen aucheduzierte Kosten

Satz 4.8 (Optimalitat) Sei Az eine zulissige Basisy die zu Az gehdrige Basisbsung unde’ =
ek — L A5 Ay der zugebrige Vektor der reduzierten Kosten, so gilt:

13



(@) Iste < 0, dann istz optimal.

(b) Istz nichtdegeneriert und optimal, so git< 0.

Beweis. SeiP=(A,b) :={z € R" | Ax = b, = > 0}.
(a) Seiy € P=(A,b). Dann gilt
Ty = T A+ & w20 gy o1 7
y=cgAgb+cyy < cgAgb=cgrp=cuz
(b) Seix optimal,y € P=(A,b). So gilt:
dr>cy o LA b+ oy > chAZD +lay
& 0>clyy

Angenommen, es gibt einc N mit ¢ > 0. Aus der Nichtgeneriit folgt, dassAz'b > 0. Es sei
e; = (0,...,0,1,0,...,0)T € IR"™™ der Vektor mit einer 1 an derten Stelle. Dann existiert ein
A€ IR, A > 0 mit

AGNb > A Ay e,

Betrachte nun die &sungz? mit
ry = Ap'b— AF AN €
TNy = e

Offensichtlich giltz* € P=(A, b) und wir haben

e = chglb + GAe; = crx + MG

> g

was ein Widerspruch zur Optimaditvon: ist. ad

Satz 4.9 (Basistausch)Sei A eine Basis mitB = (py,pa, ..., Pm)s N = (q1,...,qn) Und A =

Ist s 7£ 01 SO iStAB’ mit B’ = <p17p27 <oy Pr—1,4s, Pr+1y - - - 7pm) eine Basis vom. Ferner gllt
Anl = E - A5', wobeiE = I mit derr-ten Spalte ersetzt durehist mit

® 1) = 1/C_LTS
o 1 = —y/ays furallei e {1,...,m}\ {r}

Das Element,., heil3t Pivotelement. Sindbzw. 2’ die zuAg bzw. Ag behdrigen Basisbsungen, so
gilt:

° :c; = ( andernfalls

14



Beweis. Setzen = A,,,,d = Az'd = A,, undF = AZ' Ap.. Ap entsteht ausiz durch Ersetzen der
r-ten Spalte durch. Also hatF' die folgende Gestalt:

1 di
- 0 ]
F = d, mit d,. # 0 nach Voraussetzung
O —
Ay, 1

Esgilt F- E = I (nachrechnen), alsb = F~'. AusAp = Ag-F folgtdamit, dassi; = F~'A5' =
E - A — B~!. Rest nachrechnen. 0

Satz 4.10 (Basisverbesserungei Ap eine zulissige Basis mit Basissungz, A = Az'Ay, b =
Agtbunde! =k — cLAZ' Ay. Seig, € N mite, > 0. Dann gilt:

(@) Ist A,, <0, danniste”x auf P=(A, b) unbeschankt.

(b) Ist A,, £ 0, dann setzen wir

b,
)\Ozmin{ZHE{l,...,m}, dis>0}
a

18

und wahlen einen Index € {1,...,m} mitb,/a,, = A\o. DannistAg mit B’ = (py,...,p,_1,
s, Pri1s - - -, Pm) €iNE ZUASSIge Basis mit Basis$ungzy’, so dass’ 2’ > 27xr.

(c) Gelten die Voraussetzungen von (b) unddgtnichtdegeneriert, dann gitt’ 2’ > c¢’'z.

Beweis. (a):y € P=(A,b) < yp = Az'b — Az'Ayyny > 0undyy > 0. Fir A > 0 seiy® € IR"
definiert durch

o Yy i=Xeg >0
o yp = AR'b — Ayn = A5'b — A\A,, > Ap'b > 0.
Alsoisty* € P=(A,b) und

cTy”\ = cBAglb + Eyf{, = cBAglb + \C A28 o

(b): Wegena,s > 0 gilt nach dem Basisaustauschsat: = (p1,p2, .-, Pr—1,Gs; Pri1y--->DPm)
definiert eine Basis mit Basi&$ungz’, wobei
/ T T — 7 67, _
T, =bi—— @ >b—— G =0
Qrs Qs
furi # r mit a;s > 0 (Wahl von)). Es gilt

° lL'I,:Bi_—bT dw>l_)lfur27érmlta7,s§0

pi ars -

.x/:Brzo

qs Qrs

15



e 1. = 0 sonst
Also ist 2’ eine zuBissige Basislsung. Wir zeigenc’ 2’ > ¢!

0<é, = (cy—CHAZ AN,

_ T

- C(Is - CB ’ A'S
m

= CQS - Z sz' Qis
1

(A
= (cq — Z CpQis) = Cp,lrs
iEr
_ T _
ay-s * CB/ * 77 - Cpr * (lrs
Gy (Chim — ¢p.) unda,s >0

Daraus folgt -
T Cs
Cpll — Cpp = =
s

>0
Also ist

'’ = chap =ch - Agb
= ¢LE-Ag'b=cLE - ap
T
D Co - Tpy + Cpim - Ty,
i#£r
T T T T
= cgrp+(cgn—cp)xy >Ccrp=cu
—_————

>0 >0
(c): Mit z,, > 0 folgt aus obiger Rechnung, dasst’ > ¢’z ist. 0

Zusammenfassend ergeben sich also folgende Rechenrégetfieri Basistausch im Simplex-
Tableau

cEAGD | LA AN — %
AG'b AG Ay

mit Darstellung

too | To1to2-.-ton
tio | tirtiz...tin
tog | to1ton...Top,

tmO Zfml ZfmZ <. tmn

e Initialisierung:
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Das Tableau ist zébsig, fallst;, > 0 fur allei € {1,...,m} und optimal, fallsty; > 0 fur alle
je{l,...,n}.

e Pivotspalte: Spalte, so dasg,, = min;<;<n ;<o to; (Qroliter Koeffizient)
Fallst;s < Ofurallei € {1,...,m}, dann ist das LP unbesémkt, sonst:

e Pivotzeile: Zeiler, so das&‘tm = MiN|<i<mt;,>0 %0

e Basiswechsel:

Pivotelementt!, = 1/t

Pivotzeile:t,, = t,;/t., furallej # s

Pivotspaltet, = —t;s/t,; fur allei # r
Restt;; = tij — (trj - tis)/trs fUrallei # r, j # s

Falls wir mit einem zuAssigen Tableau starten und der Simplexalgorithmus terminiert, dann ergeben
unsere Resultate oben, dass der Simplexalgorithmus eine optitsimd. zuiackliefert. Allerdings
missen wir noch Kren, was zu tun ist, falls das Anfangstableau uisif ist und wie garantiert
werden kann, dass der Simplexalgorithmus terminiert.

4.5 Initialisierung
Angenommen, wir haben ein LP der Form

maxc! z
sd. Az <D
x>0

fur dasb # 0 ist (ansonsten ergibt das Anfangs-SGS einésgifje Basisisung und wir brauchen
keine Extrabehandlung). Um herauszufinden, ob dieses LP #ltigegLosung hat, erweitern wir es
um eine Hilfsvariabler, und veéndern die Zielfunktion wie folgt:

max—xg
s.d. Az — To<b
T Z O,IL‘O 2 0

wobeiz, ein m-dimensionaler Vektor ist mit, in jeder Dimension. Eine zaksige bsung fir dieses
LP ware z.B.x = 0 undz, = | min; b;|. Weiterhin gilt offensichtlich:

Lemma 4.11 Das urspiigliche LP hat eine zéksige bsung genau dann, wenn das Hilfs-LP hat eine
optimale Losung mitzy = 0 hat.

Wenden wir nun den Simplexalgorithmus auf das Hilfs-LP an, so ergibt sich

s = b+xg— Ax

zZ = —X

17



wobeis der Vektor der Schlupfvariablen istilRren wir nun einen Basistausch zwischgrund einer
beliebigen Schlupfvariablesy mit b, = min; b; durch, so erhalten wir das SGS

rg = —b+ AT +s;
s;j = bj+(=b+Aer+s;) —Ajx furallej e B\ {i}
= (bj —bi)+ (Aie — Ajo)z + 5
z = bi— Az —s;

Dab; < 0 undb; = min;b;, gilt fir den Vektow in der Basisdarstellungs = b— Az des SGS oben,
dassb > 0. Die Basisbsung des SGS ist somit Agisig, und wir knnen den Simplexalgorithmus
anwenden, um eine optimal@sung fir das Hilfs-LP zu finden. Giltifr diese bsungz, # 0, dann
brechen wir mit “Das LP hat keinedsung” ab. Ansonsten unterscheiden wir zwischen z\aéeR,
umz, aus dem SGS zu entfernen:

e 0 € N: Dann streichen wir einfach die Spalte veynim SGS und erhalten so ein SGS mit einer
zulassigen bsung tir das urspigliche LP.

e 0 € B: Angenommerr, sei assoziiert mit Zeiledes SGS. Da, = 0 ist, muss danh, = 0 sein.
Wir kdnnen also einen degenerierten Basistausch zwischend einer beliebigen Variablety
in N mit a;; # 0 durchiihren, ohne den Zielfunktionswert zu @adern. Dadurch haben wir
diesen Fall auf den vorherigen figkgefihrt.

Um die Umwandlung in ein SG3If das originale LP zu vereinfacheriigt man am besten die
Gleichung vom Oringinal-LP zum SGS des Hilfs-LP hinzu utidrt die entsprechendeinderungen
durch, ohne diese-Gleichung fir den Basistausch zu betrachten. Dann muss man nach Streichung
von z, lediglich die z-Gleichung des Hilfs-LPs durch dieGleichung des originalen LPs ersetzten,
um mit dem Original-LP fortzufahren.

4.6 Terminierung

Als nachstes betrachten wir das Problem der Terminierungahst stellen wir fest:
Lemma 4.12 Die Simplexmethode terminiert nicht genau dann, wenn sie zykelt.

Beweis. Zykeln = Nichtterminierung
Nichtterminierung=- Basiswiederholungs Zykeln O

Als nachstes zeigen wir, dass der Simplexalgorithmus mit Blands Regel immer terminiert. Zur
Erinnerung: Blands Regel besagt, dass die eintretende und austretende Variable ist immer die Kandi-
datin mit dem kleinsten Index ist.

Satz 4.13Bei Anwendung von Blands Regel terminiert der Simplexalgorithmus.
Beweis. Wir zeigen, dass zykeln uriglich ist. Angenommen, der Algorithmus zykelt. Dann gibt es

eine Folge von BaseR,, B, . . ., B, mit B, = B,,. Eine Variabler; heil3tunstet wenn es zwei Basen
B, und B, gibt, so dassg:; eine Basisvariable i3, und eine Nichtbasisvariable i, ist.
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Seix,; die unstete Variable mit dem @gten Index. SeB € {B,,..., By} eine Basis, in dex;,
austritt undz, eintritt. Dax; unstet ist, gibt es eine Folge von BasenB’, B”, ..., B*, fur diex; in
B* reinkommt. Far B gilt

rp = AZ'b— AZ'Ayzy
b— AZL’N d.h. furallei € B istas,- = Bl — Zj ;T
und

z = chAG'D+ (chy — cEAZ AN) Ty

U+ Z ijj

JEN
fur eine Konstante. Da alle Pivots degeniert sind, gilt audlr fB*, dass
z=v+Y urx; mite; =0furallej € B*
j

Wir betrachten nun die folgendedsung

o 1, =\

o z;,=0flrallej € N\ {s}

o ;= b, —a \furallei e B

fur ein beliebiges\ € IR. Da dieses: alle Restriktionen (abgesehen very 0) erfullt, gilt aufgrund
derAquivalenz der Zielfunktionen, dass

VA EA=v+ A+ D (b — @)
i€B
und damit -
(Cs— T+ Cla)A=> T
i€B i€B
Da auf der rechten Seite eine Konstante uidailgiig von) steht, muss gelten
C—Ct Y Gas=0 (%)
1€EB
Weiterhin gilt:
e r,reininB = ¢ >0

e 1, nichtreininB*unds < t (dasunstet) = ¢ <0

S

Aus (x) folgt damit
Es existiert eir € B mit ¢ia,, < 0. ()

Wir wissen:

e r € Bundr ¢ B* (dac: # 0) = r unstet=r < ¢ (r unstet)
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° — x, raus ausB = a;, > 0
-z reininB* =¢f >0
Alsoistcia;;, >0 = r #t.

Damit istr < ¢t. Dax, nicht reinkam inB*, gilt ¢¢ < 0 und damita,, > 0 wegen(xx). Weil alle
Pivots vonB nach B* degeneriert sind, sind alle Bagislingen gleich. Aus € B undr ¢ B* folgt
x, = 0 (in B und B*) und damith, = 0, da ansonsten wegeh # 0 die Zielfunktionen &ir B und B*
unterschiedliche Wertedtten. Weger: < 0 unda,, > 0 warex, also ein Austrittskandidat if&*
gewesen, aber wir &hltenx;, was wegem < t zu einem Widerspructuhrt. ad

Es ist bekannt, dass der Simplexalgorithmus mit Blands Regel im schlimmsten Fall exponen-
tiell lange braucht, um das Optimum zu finden, aber in der Prau® tler Simplexalgorithmus sehr

schnell.
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