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Allgemeine Hinweise
e Bitte fiillen Sie obige Felder in Druckbuchstaben aus und unterschreiben Sie!
e Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe!
e Die Arbeitszeit betrdgt 105 Minuten.

e Alle Antworten sind in die geheftete Angabe auf den jeweiligen Seiten (bzw. Riick-
seiten) der betreffenden Aufgaben einzutragen. Auf dem Schmierblattbogen kénnen
Sie Nebenrechnungen machen. Der Schmierblattbogen muss ebenfalls abgegeben
werden, wird aber in der Regel nicht bewertet.

Horsaal verlassen von ...... bis ...... / von ...... bis ......
Vorzeitig abgegeben um ...
Besondere Bemerkungen:

Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | A7 | ¥ | Korrektor

Erstkorrektur

Zweitkorrektur




Aufgabe 1 (6 Punkte)

Markieren Sie, ob folgende Aussagen in voller Allgemeinheit gelten (J:ja/wahr, N:nein/falsch).
Falls Sie ein Késtchen versehentlich angekreuzt haben, so fiillen Sie beide bitte vollstéindig
aus und malen unmittelbar rechts daneben zwei neue Késtchen: Il U]

Fiir jedes falsche Kreuz wird ein Punkt abgezogen (innerhalb der Aufgabe 1, Punktsumme
bleibt nichtnegativ).

Fiir die Potenzmenge P(0) gilt [P(0)] =0. ..o,

In der Aussagenlogik gibt es Aussagen, die weder wahr noch falsch sind. ...
Fiir alle Pradikate P(x) ist die folgende Aussage stets wahr:

Ve (P(x) = 3y P(Y)). oo

Die Menge der reellen Zahlen {x € R | 2 € N} ist nicht abzdhlbar. .......
Sei n > k > 0. Fiir eine n-elementige Menge gibt es ebenso viele k-elementige

Teilmengen wie es (n—k)-elementige Teilmengen gibt .....................
Ein bipartiter Graph kann keinen vollstédndigen Teilgraphen enthalten. ....

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Geben Sie zu den folgenden Aufgaben das Ergebnis als natiirliche Zahl in Dezimaldarstel-
lung an oder als Zahlausdruck.

Berechnen Sie die Anzahl der Partitionen einer

4-elementigen Menge natiirlicher Zahlen! .........................

Wir betrachten bijektive Abbildungen f der Menge [5] in sich mit der Eigenschaft,
dass es zu f 2 Elemente x € [5] gibt mit f(z) = .

Wie viele solche Abbildungen gibt es? ....... .. ... .. .. .. .. ...

Wie viele Worter w € {a,b, c}* der Linge 4 gibt es, in denen

jeder der 3 Buchstaben hochstens zweimal vorkommt? ...........




Aufgabe 3 (6 Punkte)

Im Folgenden betrachten wir Ordnungsrelationen R C M x M f{iber einer nichtleeren
Menge M. Zur Vereinfachung der Schreibweise fiir (a,b) € R wollen wir a < b schreiben.
Wir sagen, dass R die min-Figenschaft besitzt, falls gilt

VeeM: JyeM: VzeM: z<drx=yJz.

1. Zeigen Sie, dass die Ordnungsrelation < {iber den natiirlichen Zahlen N die min-
Eigenschaft besitzt. (Es gilt bekanntlich © < y < y — x € Ny)

2. Geben Sie ein Beispiel einer nicht totalen Ordnungsrelation an, die die min-Eigenschaft
besitzt.




Aufgabe 4 (5 Punkte)

Beachten Sie, dass fiir alle i € Ny definitionsgemé$ i© = 1 gilt.
Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion die folgende Formel fiir alle n € N.

n—1

St = M2
2
=0




Aufgabe 5 (4 Punkte)

Fiir nichtnegative Funktionen ¢g:Ny — R, d.h. g(n) > 0 fiir alle n € Ny, ist das Landau-
Symbol w(g(n)) definiert als Menge aller Funktionen f:Ny — R, so dass gilt

f(n) € w(g(n)) <= VYe>0: Ing € Ng: Yn>ng: |f(n)| >c-g(n).

Im Folgenden schreiben wir P(c) fiir die Eigenschaft (Ing € Ng: Vn > ng: [f(n)| > c-g(n)),
so dass gilt f(n) € w(g(n)) <= Ve >0: P(c).

1. Geben Sie eine Prédikatenlogische Formel der Form (3¢ > 0: Q(c)) an fur die
Eigenschaft f ¢ w(g(n)). Der Verneinungsoperator — soll in dem Ausdruck Q(c)
nicht vorkommen.

2. Beweisen Sie durch Angabe eines ¢ > 0 mit Eigenschaft =P(c), dass n(n?+5) &€ w(n?)
gilt!




Aufgabe 6 (7 Punkte)

Ein gleichseitiges Dreieck ldsst sich von seinem Mittelpunkt aus in 3 deckungsgleiche
gleichschenklige Teildreiecke zerlegen, die 2 Winkel von je 30 Grad und einen Winkel von
120 Grad besitzen.

Wir konstruieren nun Spielsteine in Gestalt gleichseitiger Dreiecke, indem wir 3 der ge-
nannten deckungsgleichen gleichschenkligen Dreiecke nehmen, jedes der Dreiecke rot, griin
oder blau farben und zu einem gleichseitigen Dreieck zusammensetzen.

1. Wie viele verschiedene Spielsteine lassen sich konstruieren, wenn Teildreiecke genau
dann unterscheidbar sind, wenn sie nicht gleich gefdrbt sind, und zwei Spielsteine
genau dann gleich sind, wenn sie durch Verschiebung und Drehung zur Deckung ge-
bracht werden konnen. Vorder und Riickseite der Spielsteine sind also unterscheidbar
und diirfen nicht vertauscht werden.

2. Wir gehen nun davon aus, dass Vorder- und Riickseite nicht unterscheidbar sind.
Wir lassen beim Vergleich der Spielsteine jetzt zu, dass die Steine umgedreht werden.

Wie viele verschiedene Spielsteine konnen nun konstruiert werden, wenn n > 3
Farben zugelassen werden? Geben Sie eine Berechnungsformel an!




Aufgabe 7 (6 Punkte)

Bekanntlich werden die vollsténdigen bipartiten Graphen mit Ky, ,,, bezeichnet, wobei
n,m € N gilt. Wir legen durch Definition fest, dass bipartite Graphen G = (V, E) stets
mindestens eine Kante besitzen, £ also nicht leer ist.

Ein Knoteninduzierter Teilgraph von G ist ein Graph G’ = (V', E’), so dass V' C V und
E' ={{v,w}eFE |v,weV'}.

1. Leiten Sie eine Formel her zur Berechnung der Anzahl aller bipartiten Knotenindu-
zierten Teilgraphen eines vollstédndigen bipartiten Graphen Ky, ,,y mit n,m € N.

Hinweis: Uberlegen Sie, welche Teilmengen keinen bipartiten Graphen induzieren.
2. Ein Teilgraph eines beliebigen Graphen G = (V| E) ist ein Graph G’ = (V' E’), so
dass V' CV und E' C E.

Wie viele bipartite Teilgraphen G' = (V’, E') von Ky, ,,,y mit gleicher Knotenmenge
(V'] = n+m) gibt es? Geben Sie eine Formel zur Berechnung der gesuchten Anzahl
an!




