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werden, wird aber in der Regel nicht bewertet.
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort!

1.
2.

Jede reflexive Relation R C {a,b} x {a, b} ist transitiv.

Fiir jede bindre Relation S {iber einer endlichen Menge gilt |S o S| = |S|?.
(o bezeichnet das Kompositionsprodukt von Relationen.)

Die Formel (Vz 3y P(z,y)) A (JuVv =P (u,v)) ist erfiillbar.
f(n)=2-3" € O(3-2").

Seien A und B pridikatenlogische Formeln. Falls A - B und B = A gelten, dann
ist A & B allgemeingiiltig.

Der Binomialkoeffizient von 4?2 in dem ausmultiplizierten Produkt (z +y + 2)? ist
durch 24 teilbar.

Loésung

Fiir die richtige Antwort und fiir die richtige Begriindung gibt es jeweils einen % Punkt.

1.

Wabhr!
Seien (z,y) € R und (y, z) € R. Dann gilt = y, x = z oder y = 2. In allen Féllen
folgt (z,2) € R, da R reflexiv ist.

Falsch!
Sei S ={(1,2)}. Dann gilt So S = 0. Es folgt [So S| =0#1=15].

Falsch!
Nach DeMorgan gilt
(Vz 3y P(z,y)) A (JuYv—P(u,v)) = (Ve Iy P(x,y)) A (-Vz Iy P(z,y)) = false.

Falsch!
Fiir alle ¢ > 0 und n > <823 6ilg 2.37 > ¢ 3.2,
. Wahr!

Da der Herleitungskalkiil korrekt ist, folgt die Giiltigkeit von A = B. Andererseits
bedeutet B = A die Giiltigkeit von B = A.

Falsch!

Der gesuchte Binomialkoeffizient ist (‘1*) . (;’) =4-3=12.



Aufgabe 2 (6 Punkte)

1. Wie viele binédre boolesche Operationen ® gibt es, so dass
x @ false

ein Widerspruch ist?

2. Sei ® eine beliebige bindre boolesche Operation, so dass x @ false ein Widerspruch
ist. Zeigen Sie, dass dann die Formel

(0 (ye2)=((z0y) < (202)

eine Tautologie ist.

Hinweis: Untersuchen Sie getrennt die passenden minimalen Belegungen j3, fiir die
[y < z](B) = 1 bzw. fir die [y < 2](5) = 0 gilt.

Losung

1. Antwort: 4. (2 P)
Es sei [®] die Wahrheitsfunktion, die dem Operator ® zugeordnet ist.
Dann gelten [©]((0,0)) = 0 und [®]((1,0)) = 0.

Die 2 Funktionswerte [®]((0,1)) und [®]((1,1)) kénnen beliebig aus {0, 1} gew#hlt
werden. Dafiir gibt es 4 Moglichkeiten.

2. Wir bezeichnen FF = (z 0 (y < 2)) = (z0y) & (0 2)).
Fall 1, [y < z|(B) = 0:

Dann gilt [z ® (y < 2)](6) = 0 und [F](8) = 1. (1P)
Fall 2, [y < 2](8) = 1:
Falls [z ® (y < 2)](8) = 0 gilt, dann folgt [F](8) = 1. (1P)

Falls [z ® (y < 2)](8) = 1, dann kénnen wir die Wahrheitstabelle fir die zu be-
weisende Tautologie einschrinken auf den Fall, dass [(z ® (y < 2)](#) = 1 und
[y < 2](8) = 1 gelten.

vy z|(z 0 (Yo = (0y & (£02)
000 1 1 1 0 1 0
011 1 1 1 111
100 1 1 1 0 1 0
111 1 1 1 111

(2 P)



Aufgabe 3 (6 Punkte)

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln F und G, die Gleichheitszeichen enthalten
diirfen.

1. Wir modellieren 3-elementige Mengen. Geben Sie eine Formel F' an, so dass fiir jede
zu F passende Struktur S = (Ug, Is) mit [F](S) =1 gilt:

|Us| = 3.
2. Sei Kgl(z,y) ein zweistelliges Pradikatensymbol,
und sei S die Menge aller Strukturen S = (Ug, Is) mit
e Ug =Ny und
o ]S(Kgl) = {(nl,ng) S N(Q) | ny < ng}.

Sei Mazximum(z,y, z) ein dreistelliges Pradikatensymbol. Geben Sie eine Formel G
an, so dass jede Struktur S € S, fiir die Is(Mazimum) definiert ist, folgendes erfiillt:
[G](S) = 1 genau dann, wenn

Is(Mazimum) = {(ny,n2,n3) € N | ng ist das Maximum von n; und ny} .

Losung
1. F=3a3b3c [~(a=b) A—=(a=c) A=(b=c) (13 P)
N Yz (z=aVz=bVz=c)]. (13 P)
2. G =VzVyVz Mazimum(z,y,z) <
[(Kgl(z,y) = z =y) N (Kgl(y, z) = 2z = z)] (3 P)



Aufgabe 4 (6 Punkte)
Wir betrachten ein Gliicksspiel ,,4 aus 25 bei dem 4 Zahlen aus [25] gezogen werden.

1. Wir lassen zu, dass Zahlen mehrfach gezogen werden, insgesamt aber nur 4 Mal eine
Zahl gezogen wird.
Wie viele zuléssige Ziehungen gibt es?
Hérsaalansage: Es kommt nicht auf die Reihenfolge der gezogenen Zahlen an.

2. Nun &ndern wir die Bedingungen fiir Ziehungen so, dass nur verschiedene Zahlen

und nie zwei benachbarte Zahlen n und n+1 gezogen werden. (D. h., dass Ziehungen
mit benachbarten Zahlen, z. B. 2,5,6, 17, nicht zuléssig sind.)

Wie viele zuléssige Ziehungen gibt es in diesem Fall?
Geben Sie einen arithmetischen Ausdruck fiir das Ergebnis an.

Hinweis: Sie konnen die Aufgabe zuriickfithren auf das Modell der Verteilung von
gleichen Biillen auf unterscheidbare Urnen.

Allgemeiner Hinweis: Binomialkoeffizienten brauchen nicht als Dezimalzahl ausgewertet

7zu werden.

Losung

1. Gefragt ist nach der Anzahl anz der 4-elementigen Multiteilmengen von 25. Es gilt
(25 +4-1\ (28
anz = 1 =14

2. Markieren wir die 4 gezogenen Zahlen mit O und 3 dazwischenliegende Zahlen mit
o, dann koénnen wir als Platzhalter fiir die restlichen 18 Zahlen in das Wort OOOO
beliebig die Zeichen | einstreuen.

(2 P)

Dies bedeutet, dass wir die Anzahl anz der Worter w € {0, |}* der Lange 22 suchen,
die 4 Zeichen O und 18 Zeichen | enthalten. Es gilt

(22
anz = A .



Aufgabe 5 (6 Punkte)

Waggons (Eisenbahnwagen) werden zu Ziigen (Sequenzen von Waggons) unterschiedlicher
Lange n € Ny zusammengestellt, wobei es auf die Reihenfolge der Waggons hinter der
Lokomotive ankommen soll. Jeder einzelne Waggon unterscheidet sich von allen anderen.
Es kommt auch vor, dass Lokomotiven ohne Waggons fahren.

1. Wie viele Ziige gibt es, wenn 6 Waggons zur Verfiigung stehen? Geben Sie das
Ergebnis als Dezimalzahl an und begriinden Sie dieses.

2. Je nach Art des Zuges sieht ein Betriebsplan die Zuordnung von einem, zweien oder
dreien der Zugfiithrer A, B und C' zu jedem Zug vor.

Jeder der 3 Zugfithrer kommt auf 55 Prozent der Ziige zum Einsatz.
In 30 Prozent der Ziige treffen sich A und B,

in 30 Prozent der Ziige treffen sich A und C'

und in 20 Prozent der Ziige treffen sich B und C.

Wie grof3 ist der Prozentsatz der Ziige, in denen alle Zugfiihrer gemeinsam eingesetzt
werden, gemessen an der Gesamtzahl der eingesetzten Ziige?

Losung

1. Jede Sequenz von Waggons, insbesondere auch die leere Sequenz, ist ein Zug. Ge-
fragt ist also nach der Anzahl anz der Variationen iiber einer 6-elementigen Menge.

Antwort:
6
anz =Y 6" =720+ 720 4 360 + 120 + 30 + 6 + 1 = 1957.
n=0
(2P)
2. Der Prozentsatz ist 15. (2P)

Sei Z die Menge von Ziigen. Dann sind die Mengen A., B, und C, definiert durch
A, = {x € Z| A ist Zugfihrer auf 2}, B, = {z € Z|B ist Zugfiihrer auf x} und
C, ={zx € Z|C ist Zugfithrer auf 2} .

Dann ist gefragt nach dem Prozentsatz fiir |A, N B, N C,| von |Z].
Nach dem Inklusions/Exlusions-Satz gilt pro Hundert

100=12] = |[A,UB.,UC,|
= |A|+|B.| +|C.|

- ’Aszz‘ - |Azﬂ0z| - ‘Bszz‘
+ A, N B, NC,|

— 3.55-30-30—20+|4.NB.NC.|

(2 P)



