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Diskrete Strukturen

Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

1. Sei n € N. Wie viele verschiedene Tupel (A;, A2) mit disjunkten und nicht leeren
Ay, Ay C [n] gibt es? Begriindung!

2. Wie viele Losungen (x1,x9, 23, 24, 25) € {0,1,2,3,4,5}° der folgenden Gleichung
gibt es:
T1+Tg+ X3+ X4+ X5 = 19.

Losung

1. Sei anz die gesuchte Anzahl von Tupel.

Wir setzen Az = [n]\ (A1 U A2) und betrachten alle Abbildungen f : [n] — {1,2,3}.
Wir setzen A; = f~1(4). Dann entsprechen die Tupel (A;, Ay) wegen Az = [n]\(A;UA,)
eineindeutig den Abbildungen f : [n] — {1,2,3}, von denen es genau 3" viele gibt.

Nun beriicksichtigen wir, dass A; und As nicht leer sein diirfen.

Es gibt genau 2" verschiedene f mit f([n]) C {2, 3} und es gibt entsprechend genau
2" verschiedene f mit f([n]) C {1,3}. AuBerdem gibt es genau eine Abbildung f
mit f([n]) C {3}. Nach dem Inklusions/Exklusionsprinzip folgt

anz =3"—-2.-2"+1.

2. Gesucht ist die Anzahl anz geordneter Zahlpartitionen von 19, die gewissen Ein-
schrankungen geniigen.

Wir transformieren das Problem so, dass das transformierte Problem der Standard-
aufgabe der Bestimmung von k-elementigen Multiteilmengen nahekommt.
Sei y; = 5 — x;. Dann gilt
5 5
7 €{0,1,2,3,4,5} und Y x; =19 <= 3 €{0,1,2,3,4,5} und Y 4 =6.
i=1 i=1

Da offenbar y; < 6 gelten muss, gilt

5 5
yi €{0,1,2345} und ¥ g, =6 < >0,y #6 und » 3 =6.

i=1 i=1



Wir bestimmen die Anzahl anzy der Losungen (y1, y2, 3, Y4, Y5) mit Zle y; = 6 und
ziehen davon diejenigen Losungen ab, fiir die y; = 6 gilt fiir ein ¢ € [5].

Wir fassen die 5 verschiedenen Variablen y; zu einer Menge zusammen und wéhlen
eine Variable so oft aus, wie es ihrem Wert entspricht. Es miissen 6 Mal Varia-
blen ausgew#hlt werden. Die gesuchte Anzahl anz, von Losungen ist also gleich der
Anzahl von 6-elementigen Multiteilmengen aus einer 5-elementigen Menge. Nach
Formel gilt also mit n =5 und k£ =6

k —1 —1 1
cmzo:( +Z ):<6+2 ):<60):210.

anz = 210 — 5 = 205.

Es folgt

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

1. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 nicht unterscheidbare Gegenstinde in 3 nicht
unterscheidbare Schachteln zu legen?

2. Wie viele Moglichkeiten gibt es, in 5 nicht unterscheidbare Pakete 15 gleiche Apfel
zu verteilen, wenn in jedem Paket mindestens 1 Apfel enthalten sein soll?

Losung

1. Sei anz die gesuchte Anzahl. Wir miissen den Fall zulassen, dass ein oder mehrere
Schachteln leer bleiben. Wir beniitzen die Bezeichnung P, j fiir die Anzahl ungeord-
neter k-Zahlpartitionen der Zahl n. Nach dem Modell der beliebigen Verteilung von
n = 4 gleichen Béllen auf m = 3 nicht unterscheidbare Urnen gilt

anz:zpn,k=P4,1+P4,2+P4,3-
k=1
Elementares Auszéhlen ergibt Py3 =1, Pyo =2 und P,; = 1. Dann haben wir
anz = 4.
2. Sei anz die gesuchte Anzahl. Nach dem Modell der surjektiven Verteilung von n = 15

gleichen Billen auf m = 5 nicht unterscheidbare Urnen gilt

anz = Py, = P15,5
k
= me,j = Pio1 + P2 + Pz + Pioa+ Piogs
=1

= (1+5)+ Pios+ Pioa + Piogs
(1+5)+ (Pry+ Pro+ Prs) + Pioa+ Pios



(14+5)+(14+34+Py1+ Pio+ Pus)+ Pios+ Pios
= (1+5)4+(1+34+1+24+1)+ Pios+ Pios
= 1+45)+Q+3+14+2+1)+ (FPsap+ Foo+ FPos+ Psa) + Pios
= (14+5)+1+3+1+2+1)+(1+3+F3+2)+ Puogs
= (145)+(14+3+1+2+1)+ (1434 (P31 + Pso+ Ps33)+2) + Pios
= (14+5+1+3+1+24+1)+1+3+(1+14+1)+2)+ Pios
= 23+ Pis

= B+ (Ps1+ P+ Ps+Pu+ Pss
= 23+(1+2+2+1+1)
30.

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass ( ) genau dann eine gerade Zahl ist, wenn @k) eine gerade Zahl ist.

2. Zeigen Sie nun durch vollstdndige Induktion, dass die 2"-te Zeile des Pascalschen
Dreiecks fiir jedes n € N nur aus ungeraden Zahlen besteht.

Losung

1. Es gilt

2n\ (2n)!
<2k> —(2k)!(2n — 2k)!

Allgemein gilt

2n)! = 2n-2n—-1)-(2n—2)-...-3-2-1
= [2n-2n—-2)-2n—4)-...-2]-[2n—-1)-(2n—3)-...-3-1]
= 2".nl-U,,
wobei U, = (2n—1) - (2n —3) -...- 3 - 1 offenbar eine ungerade Zahl ist.

Wir erhalten

2n 2" .nl-U, _(n U,
2%) " (2 K -Up) - 2% - (n—k)-Unp) \k)Us Upsp
Falls nun (22) gerade ist, dann muss ( ) ebenfalls gerade sein, weil i U — ein Bruch

aus ungeraden Zahl ist. Die Umkehrung folgt aus dem gleichen Grund. Daraus folgt
die gewiinschte Aussage.

2. Mit dem bisher bewiesenen Teil zeigen wir nun durch Induktion, dass die 2"-te Zeile
des Pascal’schen Dreiecks fiir jedes n € N nur aus ungeraden Zahlen besteht (und
es deshalb unendlich viele Zeilen gibt, deren Eintrige alle ungerade sind).



Die I.V. ist klar, denn die 2°-te Zeile enthilt nur den Eintrag (8) = 1. Angenommen,
die Behauptung sei wahr fiir die 2" !-te Zeile des Pascalschen Dreiecks. Die 2"-te
Zeile ist gegeben durch

2" —1 2" —1 2" —1 2" —1
G C0) Gy - Gl
Betrachte nun den Binomialkoeffizienten (2ni—1) fiir 0 <7 < 2™ — 1. Ist ¢ ungerade,
SO wissen wir wegen
2" —1\ 2" —1/2"-2
)50

bereits, dass der entsprechende Eintrag ungerade ist, denn (2::12) = (2'(2;;_1)) ist
2

nach der L.A. in Verbindung mit (3') = (7) (mod 2) ungerade; ferner ist 2" — 1
(trivialerweise) ungerade. Hiermit ergibt sich fiir gerade i aufgrund von

-1\ [ 2"-1
i C\n—1—4
2n—1

in Verbindung mit der Tatsache, dass 2" — 1 — ¢ ungerade ist, dass auch ( ; )
ungerade sein muss.

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)

Beweisen Sie fiir alle n, k € N die folgende Formel fiir die Stirling-Zahlen zweiter Art.

- n
Stk = Y (Z)Sk .

1=0

Losung

Sn+1k+1 ist gleich der Anzahl der Partitionen von [n + 1] in k+1 Klassen.

Jede Partition P von [n+1] enthélt eine Klasse Kp(n+1), die n+1 enthélt. Alle iibrigen k
Klassen von P partitionieren dann fiir i=|Kp(n+1)|-1 die (n—i)-elementige Teilmenge
n+ 1]\ Kp(n+1) von [n] in k Klassen.

Es gibt (") Klassen K von Partitionen von [n + 1] mit n+1 € K und |K| = i+1. Zu
jeder dieser Klassen gibt es nun S,,_; , Partitionen von [n] \ K mit k& Klassen. Insgesamt
erhalten wir

Suiipsr = Y (T;) Suik = (nf Z) Suin = CL) Siv-

=0 =0 i=0



Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

Sei M eine endliche Menge und z = (a1, as, .. ., ajp) ein |M|-Tupel mit paarweise verschie-
denen a; € M. Dann nennen wir die Abbildung 7, : M — M mit m,(a;) = (i mod |M])+1
einen Zyklus der Linge |M| mit Basis M und Darstellung z. Fiir jeden Zyklus 7 bezeichne
M (7) die Basis von w. Man kann 7, als zyklische Nachfolgerbildung in M auffassen.

1. Wie viele Darstellungen besitzt ein Zyklus der Liange 37
Welchen Zyklus stellt z = (4,1, 3,2) dar und welche Basis hat der Zyklus?
Welche verschiedenen Darstellungen hat 7,3 ? Ist m,* ein Zyklus ?

Zyklen p, o heiflen disjunkt, falls M (p) N M (o) = 0 gilt, d.h., falls deren Basismengen
disjunkt sind. Eine Menge Z von paarweise disjunkten Zyklen heif3t Zyklenpartition. Dabei
bildet die Menge der Basismengen P; = {M(7)|m € Z} eine Mengenpartition der Ver-
einigung der Basismengen M(Z) = |J,., M (7). Wir sagen, dass Z eine Zyklenpartition
der Menge M (Z) ist.
2. Welche Basis haben die Zyklen zu z; = (2,5), 20 = (1), 23 = (5,4,3,2,1)7

Geben Sie eine extensionale Darstellung der Abbildungen ., an!

Warum ist Z = {m,,, 7.,, 7., } keine Zyklenpartition von [5]?
Sei Z eine Zyklenpartition von [n]. Dann ist eine bijektive Abbildung f; : [n] — [n]
gegeben fiir alle ¢ € [n] durch

fz(i) =7(1), falls i€ M(m)und 7w € Z.
3. Zyklenpartitionen werden hiufig durch eine Folge z1 25 . . . 2 von Zyklusdarstellungen
z; definiert, wobei die Reihenfolge der z; in der Folge keine Rolle spielt.
Sei Z = (4,5,1)(3)(2) eine Zyklenpartition.
Beschreiben Sie die Abbildung f7 extensional!

4. Eine Funktion f sei gegeben durch die folgende Matrixdarstellung.
fo 1234567289
~\8 16 2795 43)"
Berechnen Sie {f%(2)|i € N}, {f%(3)]i € N}, {f(5)]i € N} !
Bestimmen Sie eine Zyklendarstellung von f, d.h. eine Zyklenpartition Z von [9],
so dass f(i) = fz(1) fiir alle i € [9] gilt!
5. Sei f wie vorhin.
Geben Sie eine Matrixdarstellung von f2 an!

Geben Sie eine Zyklendarstellung von f? an!

Bestimmen Sie die kleinste Zahl k > 0, so dass ¥ = id gilt, wobei id die identische
Abbildung ist!



Losung

Wir erinnern an die Komposition o von bindren Relationen und Abbildungen in Kapitel II,
Grundlagen; Relationen (Folie 30) der Vorlesung. Fiir Operationen f iiber einer Menge
M, dh. f: M — M, gibt es die Moglichkeit der mehrfachen Hintereinanderausfithrung
der Operation f mit entsprechenden Schreibweisen. Es gilt

f*=fof, undallgemein f"™'=fof" V¥n,neN,

d.h. fiir allen € N

VoeM: f"Hz)=f(f"(=)),
insbesondere f2(x) = f(f(z)). Man beachte, dass die Schreibweise der Potenzierung f"
durch Hausaufgabe 1 von Blatt 4 gerechtfertigt wurde.

1. e Antwort: 3.
Begriindung: Sei 7 ein Zyklus der Liange 3 mit Basis M (7) = {a, b, c}. Fiir jede
Darstellung z = (ay, as, az) von 7 gilt

ay €M, ay=m(ay), az=n(ay)=n(a).
Damit gibt es genau die folgenden drei Darstellungen
1= (CL, 7T<CL), 7T2<a)) y k2 = (b> ﬂ-(b)7 Wg(b)) y A3 = (Cv 7."(6)7 7-(-2(0)) :

e Die Basis von z = (4, 1,3,2) ist M, = {1,2,3,4}. Fiir den dargestellten Zyklus
m, M — M gilt

o Es gilt
7Tz3<1) = 7Tz2(7TZ<1)) = 722(3> =m.(m.(3)) = m.(2) =4,
m.2(2) = mA(m(2) = m.2(4) = 1 (r.(4) = 7.(1) =3,
m.2(3) = mA(m.(3)) = m.%(2) = m.(7.(2) = m.(4) =1,
7.3(4) = m.2(r.(4) =7m.2(1) =7 (r.(1) = 7m.(3) = 2.

7,3 ist ein Zyklus mit genau den folgenden 4 Darstellungen.

2= (1,4,2,3), 2 =(2,3,1,4), 23 =(3,1,4,2), 2= (4,2,3,1).

e Es gilt
A1) = m.(r.2(1) =1,
. 42) = m.(r.2(2)) = 2,
. 43) = m.(r.2(3)) = 3,
mt(4) = m (. (4) =
|

der Identitat id.

2. e Fiir die Basismengen M(7,,) gelten die Gleichungen
M(r,,) ={2,5}, M(r,,) ={1} und M(~,,) = {1,2,3,4,5}.

6



e Es gilt mit Auflistung der Funktionswerte

7,(2) =5, m,(5) =2.
(1) =1.
(1) =5, m,(2) =1, m,3) =2, 7,4 =5, 7,5 =4.

e Offenbar sind die Zyklen nicht paarweise disjunkt.
Fiir die Basismengen gilt z. B. M (m,,) N M (m,,) # 0.

3. Fiir fz gilt mit Auflistung der Funktionswerte
fz(1) =4, [f2(2)=2, [fz3)=3, [fz2(4)=5, [fz(5)=1.

4. e Durch Auswertung von f%(x) erhilt man
{rr@lieNt = {1,842}, (1)
(F@)lieN}) = {6.9.3), @)
{r®)lieNy = {75}, (3)

e Wir bezeichnen die Mengen in den Gleichungen (1), (2) und (3) entsprechend
mit My, My bzw. Ms. Dann definiert f je einen Zyklus f; auf den Basismengen
My, My und M3 mit den entsprechenden Darstellungen

2 =(1,8,4,2), 2=1(69,3) bzw. 2z =(7,5).

Die Zyklenpartition
Z=(1,8,4,2)(6,9,3)(7,5)

ist eine Zyklendarstellung von f.

5. e Matrixdarstellung f:

-

e Zyklendarstellung von f2:
f2=(1,4)(2,8)(3,9.6) (5) (7).

e Die gesuchte Zahl k ist gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV)
der Langen der in f enthaltenen Zyklen f;. Die Léngen sind 2, 3 und 4. Damit
gilt

2 3456 78
8 915 3 7 2

)

1
4

k=kgV(2,3,4) = 12.

Vorbereitung 2
Stellen Sie fiir den Graph

G = ({a/7 b? C7 d? 67 f? g? h}7 {{a7 b}’ {a7 d}? {a/7 6}7 {b7 d}? {C7 h}? {d7 6}7 {d7 f}7 {97 h}})
1. die Inzidenzmatrix und die Adjazenzmatrix auf.
2. Welche Zusammenhangskomponenten hat G?

3. Zeichnen Sie eine graphische Darstellung von G.



Losung

1. In der Vorlesung wurde eine Inzidenzmatrix ganz allgemein definiert zur Darstellung
einer Relation zwischen einer Menge S und einer Menge T'.

Im Kontext von (ungerichteten) Graphen betrachtet man die Inzidenzrelation zwi-
schen der Knotenmenge V' und der Kantenmenge E. Die entsprechende Inzidenzma-
trix der Inzidenzrelation heiffit dann Inzidenzmatrix Bg des Graphen GG. Man beach-
te, dass die Indzidenzmatrix bei einfachen Graphen in jeder Spalte genau zweimal
die 1 enthélt.

Fiir den Graphen G gilt mit einer den obigen Auflistungen entsprechenden Numme-
rierung von Knoten 1 bis |V| = 8 bzw. Kanten 1 bis |E| = 8

11100000
10010000
00001000

B 01010110

““ 100100100
00000O0T1O0
000000O0GO01
00001001

Im Kontext von Graphen betrachtet man die Adjazenzrelation auf der Knotenmen-
ge, die durch das Vorhandensein einer Kante {a, b} fiir Knotenpaare a, b definiert ist.
Die Adjazenzrelation wird durch die Adjazenzmatrix Ag des Graphen G dargestellt.
Fiir den Graphen G gilt mit der Nummerierung der Knoten 1 bis |[V| = 8, die der
obigen Auflistung entspricht,

_ 0 OO0 oo oo
OO R OO K =
—_ 0 OO OO o oo
[=a i e M e B e I e M an)

OO O~ H OO
DO OO+~ OO
[N el e il el
[l el e Nl S =N e la)

2. Die Aquivalenzrelation der Erreichbarkeit auf der Knotenmenge von G besteht aus
den Klassen {a,b,d,e, f} und {c,g,h}. Dies entnimmt man unmittelbar aus der
nachfolgenden graphischen Darstellung von G.

Yo




Vorbereitung 3

Die absteigende Gradfolge eines Graphen G' mit Knotenmenge V' = {vy,va,...,v,} ist
definiert als die Folge der in absteigender Reihenfolge angeordneten Knotengrade d(v;).

1. Gibt es Graphen zu folgenden Gradfolgen?
i) 2,1,0. i) 3,3,3,3,2,2. ii) 3,3,3,2,2,2.

2. Beweisen oder widerlegen Sie:
i) Zwei isomorphe Graphen haben die gleiche Gradfolge.
ii) Zwei Graphen, die die gleiche Gradfolge haben, sind isomorph.

Losung

1. i) Nein, denn wenn einer der drei Knoten schon mit beiden anderen Knoten ver-
bunden ist, kann es keinen isolierten Knoten (Grad 0) geben. Aulerdem muf
die Summe der Grade gerade sein.

ii) Ja. Beispielsweise
G = ([6], {{1, 2}, {1, 3}, {1,5}, {2, 4}, {2,6},{3,5},{3,6},{4,6}}) .

iii) Nein, denn die Gradsumme eines Graphen ist immer gerade.

2. Isomorphie bedeutet ,Gleichheit bis auf Umbezeichnung®. Dahinter steht die Idee
der Betrachtung von Strukturen auf nicht unterscheidbaren Elementen.

i) Fiir isomorphe Graphen Gi, Gy gibt es eine bijektive Zuordnung der Knoten
beider Graphen und zwar so, dass die Kantenbeziehungen und damit die Kno-
tengrade erhalten bleiben (Umbezeichnung von Knoten). Somit sind auch die
Gradfolgen identisch.

ii) Die Umkehrung des vorigen Satzes gilt nicht!

Bemerkung: Wenn diese Umkehrung gelten wiirde, dann hitte man in dem
Vergleich der Gradfolgen ein effizientes Verfahren, die Isomorphie von Graphen
zu testen. Dieses Problem ist jedoch, wie man zeigen kann, nicht effizient 16sbar.

Wir beweisen unsere Aussage durch Konstruktion eines Gegenbeispiels, indem
wir ndmlich zwei nicht isomorphe Graphen GG; und G5 mit gleicher Gradfolge
3,2,2,1,1,1 angeben. Seien

G = ([6]a {{1’ 2}’ {27 3}7 {37 4}7 {17 5}’ {2’ 6}})a
Gy = ([6], {{1, 2}, {2, 3}, {3,4},{1,5},{3,6}}).

Vorbereitung 4

1. Zeigen Sie, dass der Graph (s, fiir n € N bipartit ist.
Gilt das Gleiche auch fiir Cs, 17

2. Zeigen oder widerlegen Sie: Jeder Graph mit n > 2 Knoten enthélt mindestens zwei
Knoten mit gleichem Grad.



Losung

1. Die Knoten des Graphen (V, E) = (s, lassen sich mit Nummern von 1 bis 2n iden-
tifizieren, so dass sich eine Kante {x,y} als Menge {k, k+ 1} oder {2n, 1} darstellen
lasst. Fiir die disjunkte Zerlegung Vi, Vs von V mit V3 = {1,3,...,2n — 1} und
Vo ={2,4,...,2n} gilt dann fiir alle Kanten {z,y} € F entweder x € V; Ay € V%
oder x € V5, Ay € V4. Mithin ist (5, bipartit.

U541 ist nicht bipartit. Beim Durchlauf durch einen Kreis in einer Richtung miissten
némlich die ndchsten Knoten jeweils abwechselnd in verschiedenen Mengen sein. Dies
ergibt einen Widerspruch.

2. Wir zeigen, dass jeder Graph mit n > 2 Knoten mindestens zwei Knoten mit glei-
chem Grad enthélt.

Sei G ein Graph mit n Knoten. Der Grad eines Knotens x kann hochstens n—1 sein,
denn = kann hochstens mit n — 1 anderen Knoten verbunden sein. Es gibt also nur
n Zahlen 0,1,2,...,n—1, die als Gradzahlen zur Verfiigung stehen. Die Zuordnung
eines Grades zu einem Knoten ist eine Abbildung der Knotenmenge in die Menge
der Gradzahlen. Falls die Bildmenge dieser Abbildung weniger Zahlen enthélt als
es Knoten gibt, muf} es nach dem Schubfachprinzip zwei Knoten mit dem gleichen
Grad geben. Wenn aber n Gradzahlen auftreten, dann muf eine Gradzahl die 0
sein, d. h. es muf} einen isolierten Knoten geben. Dann aber kann die Gradzahl n — 1
nicht mehr vorkommen, weil jeder Knoten nur mehr mit hoéchstens n — 2 Knoten
verbunden sein kann, im Widerspruch zur Annahme von n Gradzahlen.

Vorbereitung 5

1. Es gibt keinen Baum ohne Bléatter! Wahr oder falsch? Begriindung!

2. Zeigen Sie, dass jeder Baum 7' = (V| E), fiir den |V| > 2 und fir alle v € V
deg(v) # 2 gilt, einen Knoten v, enthilt, der zu mindestens 2 Bléttern benachbart
ist. Dabei bezeichnet deg(v) den Grad von v.

Hinweis : Entfernen Sie die Blétter eines Baumes.

3. Jeder Baum ist bipartit. Beweis!

4. Jeder k-regulire Graph mit k > 2 enthélt einen Kreis. Beweis!
Hinweis : Ein Graph heifit k-regulér, wenn alle Knoten den Grad k£ haben.

5. Jeder zusammenhédngende Graph enthélt einen Knoten, den man entfernen kann,
ohne dass der Graph in mehrere Zusammenhangskomponenten zerféllt. Beweis!

Losung
1. Falsch! Ein (einfacher) Graph G = (V, E) mit |V| = 1 ist ein Baum (kreisfrei und

zusammenhédngend) mit Knoten x € V vom Grad 0. x ist aber kein Blatt, weil dann
deg(z) = 1 gelten miifite.
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2. Baume, die nur aus Blattern bestehen, also keine innere Knoten enthalten, besitzen
genau 2 Knoten und brauchen wegen |V| > 2 nicht betrachtet zu werden.

Auflerdem gilt, dass alle Knoten v von T einen Grad ungleich 0 besitzen.

Daraus folgt, dass T einen inneren Knoten v (d.h. einen Knoten v, der kein Blatt
ist) besitzt, der mindestens den Grad 3 hat. Durch Entfernen der Blétter von T
konstruieren wir nun den Baum 7".

T’ ist nicht leer, weil v € T" gilt.

Falls T" nur einen einzigen Knoten besitzt, dann muf} dieser Knoten in 7" mindestens
den Grad 3 haben, also mindestens 3 Blétter tragen, womit in diesem Fall der Beweis
erbracht ist.

Anderfalls aber gibt es in 7" mindestens ein Blatt. Wahlen wir nun in 7" ein belie-
biges Blatt vy aus, dann ist vy in 7" ein innerer Knoten mit Grad ungleich 0 oder 1
und hat wegen deg(v) # 2 den Grad deg(vy) > 3. Da vg in 7" ein Blatt ist (also in
T" den Grad 1 hat), muss es zwei Blétter ui,us in T geben, die zu vy benachbart
sind.

3. Fiir bipartite Graphen G = (V, E)) haben wir in der Vorlesung eine Zerlegung ein-
gefithrt. Danach schreiben wir G = (A, B, E), wobei AUB =V und ANB =0
gilt und weder innerhalb A noch innerhalb B Kanten aus E verlaufen konnen. Alle
Kanten verbinden stets Elemente aus A mit Elementen aus B.

Wir bauen, ausgehend von einem Baum G = (V, E), induktiv zwei derartige Knoten-
mengen A und B auf, so dass alle Kanten nicht innerhalb von A und nicht innerhalb
von B verlaufen.

Wir wihlen einen beliebigen Startknoten s und setzen {s} = A, sowie B = (). Alle
Nachfolger von s werden in die Menge B aufgenommen. Der damit konstruierte
induzierte Teilgraph ist offenbar bipartit.

Falls es einen Knoten x € B gibt, der einen Nachbarn hat, der noch nicht in AU B
enthalten ist, wird x ausgewéhlt und samtliche Nachbarn von x werden in A aufge-
nommen. Der damit konstruierte induzierte Teilgraph ist wiederum bipartit.

Der letzte Schritt wird mit jeweils vertauschten Rollen von A und B wiederholt bis
alle Knoten entweder in A oder in B enthalten sind.

4. Widerspruchsbeweis: Ein kreisfreier Graph ist ein Wald, d. h. ein Baum oder eine
disjunkte und nicht zusammenhéngende Summe von Badumen. Jeder Baum enthélt
einen Knoten vom Grad 0 oder 1. Der Graph kann also nicht k-regulédr sein fiir
k > 2, denn das wiirde £k = 0 und k = 1 ausschlieflen.

5. Da G zusammenhéngend ist, gibt es nach Vorlesung einen zugehorigen Spannbaum.
Wir behaupten, dass nach Entfernung eines Blattes w (einschliellich seiner in G inzi-
denten Kanten) eines solchen Baums der resultierende Teilgraph zusammenhéngend
ist.

Wir entfernen ein Blatt w eines Spannbaums mit all seinen inzidenten Kanten aus
dem Graphen. Da w ein Blatt eines Spannbaums des (zusammenhéngenden) Gra-
phen ist, bedeutet dies, dass nur eine einzige Kante des Spannbaums entfernt wird.
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Alle iibrigen mit w inzidenten Kanten kénnen nicht ebenfalls Kanten des gleichen
Spannbaums sein. In dem restlichen Spannbaum bleiben also alle Knoten bis auf w
erreichbar.

Vorbereitung 6

1. Gegeben seien die Baume

By = ([9],{{1,9},{2,9},{4,7},{5,6},{8,3},{6, 7}, {7, 9}, {3, 9} }),
By = (191, {{2,1}, {1, 7}, {5, 3}, {4, 1}, {7, 3}, {9, 3}, {6, 4}, {8,4}}) .

Bestimmen Sie zu By und By jeweils den Priifer-Code.

2. Bestimmen Sie zu den folgenden Priifer-Codes die zugehorigen Béume.

i) 67T7TTTTTT, i) 1112121, iii) 3456789.

Losung

1. Den Priifer-Code von Bidumen By, B, erhélt man, indem man, ausgehend von einer
liickenlosen und eindeutigen Knotennummerierung von 1 ab, stets das Blatt mit
der kleinsten Knotennummer bestimmt und denjenigen Knoten notiert, an dem das
Blatt hiangt. Anschlieend wird das Blatt aus dem Baum gestrichen und der Schritt
so lange wiederholt bis nur noch 2 Knoten iibrig sind.

Fiir By erhalten wir den Priifer-Code 99 76 7 9 3.
Fiir By erhalten wir den Priifer-Code 13441 7 3.

Bemerkung: Falls der Baum mehr als 9 Knoten hat, dann sollte man die Knoten-
nummern im Code klammern.

2. Die Anzahl der Knoten des dargestellten Baumes ist um 2 grofler als die Lénge [
des Codes. Die Knotennummern sind also [l 4 2.

Diejenigen Knotennummern, die im Code nicht vorkommen, bilden die Blétter des
Baumes. Zur Rekonstruktion des Baumes nimmt man dasjenige Blatt mit der kleins-
ten Nummer und verbindet es mit dem Knoten, dessen Knotennummer im Code als
Erste steht. Man streicht dann die verarbeitete Blattnummer aus der Liste der noch
nicht verarbeiteten Blatter. Nun wiederholt man den Schritt mit dem noch nicht
verarbeiteten Abschnitt des Codes (erstes Element wird gestrichen), so lange bis
alle Codeziffern verarbeitet sind. Die beiden Knoten in der verbliebenen Liste der
noch nicht verarbeiteten Blétter verbindet man. Wir erhalten

Bi = ([10],{{1,6},{2,7},{3,7},{4, 7}, {5, 7}, {6, 7}, {8, 7}, {9, 7}, {10, 7}}),
Bz’z’ = ([9]7 {{17 2}7 {17 3}7 {17 4}7 {17 5}7 {17 7}7 {17 9}7 {27 6}7 {27 8}}) )
Bm - ([9]7 {{17 3}7 {37 5}7 {57 7}7 {77 9}7 {97 8}7 {87 6}7 {67 4}7 {47 2}}) .
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Tutoraufgabe 1

Wir betrachten die Stirling-Zahlen erster Art s, fiir n, k € Ny, also die Anzahl verschie-
dener Permutationen einer n-elementigen Menge mit k£ nichtleeren, paarweise disjunkten

Zyklen.

1. Begriinden Sie kurz die folgenden Spezialfille.

So0=1, Spn=1 s,p=0, fallsk>n. s,0=0, fallsn >0.

2. Beweisen Sie mithilfe eines kombinatorischen Arguments, dass gilt:

Losung

1. 50,0+

Smoi

1
Spn—2 = ﬁn(n —1)(n—2)3n—-1).

Fiir n = 0 ist eine n-elementige Menge leer. Die leere Abbildung oder Permu-
tation ist eine, und mithin die einzige Abbildung der leeren Menge. Sie hat
natiirlich £ = 0 Zyklen.

Snn: Eine Permutation, die ebenso viele Zyklen besitzt, wie die zu abzubildende

Menge Elemente besitzt, besteht aus einelementigen Zyklen. Sie ist eindeutig
bestimmt.

: Falls £ > n, dann ist also die Anzahl der Zyklen grosser als die Anzahl der

Elemente der abzubildenden Menge. Da die Zyklen disjunkt sind, muss min-
destens einer der Zyklen dann leer sein, was aber der Definition von Zyklen
einer Permutation widerspricht.

Da die Vereinigung der Definitionsbereiche der Zyklen die abzubildende, nicht-
leere Menge iiberdecken muss, muss mindestens ein nicht leerer Zyklus existie-
ren. Daraus folgt aber £ > 0.

2. Aus der Definition der Stirlingzahlen s,, , ergibt sich hier n > 2. Es gilt insbesondere
59,0 = 0 in Ubereinstimmung mit der rechten Seite der Gleichung fiir n = 2.

Die Menge der Permutationen von [n] 148t sich als Vereinigung zweier disjunkter
Mengen darstellen.

e Permutationen mit n—4 ein-elementigen Zyklen und zwei 2-elementigen Zyklen:

Wir gehen von den Partitionen von [n| aus, die n—4 ein-elementige und zwei 2-
elementige Klassen enthalten. Die Anzahl dieser Partitionen ist %(g) (”;2). Da
die Anzahl von Zyklen einer 1- oder 2-elementigen Menge gleich 1 ist, haben wir
mit der Anzahl der Partitionen auch die Anzahl der Permutationen erhalten.

Permutationen mit n—3 ein-elementigen Zyklen und einem 3-elementigen Zy-
klus:

Die Anzahl der Partitionen mit n—3 ein-elementigen und einer 3-elementigen
Klasse ist gleich (g) Nun aber kann die 3-elementige Klasse noch in 2-facher
Weise zyklisch angeordnet werden. Also gibt es 2- (g) Permutationen mit dieser
Eigenschatft.
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Wir fassen zusammen:

5 n L 1 /n
Snn— — . . .
2 3) "2 \2

2n(n—1)(n—-2) 1
6 2 2 2
_l’_

1
- Q—fln(n—l)(n—Q)(S 3(n —3))
= g —=1mn—=2)@3n—1).

Tutoraufgabe 2

1. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit den bipartiten Zerlegungen By = (Uy, Us, E)
und By = (V4, Vs, ), so dass Uy # Vi, Uy # Vs gilt.

Zeigen Sie, dass G zwei verschiedene Komponenten besitzt.

2. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt |E| < @. Beweis!
Losung

1. Wir zeigen, dass es Knoten x und y gibt, die nicht zusammenhéngen.

Aus Uy # Vi und Uy # V; folgt zunéchst Us # Vi und Uy # Vs, denn aus Uy = V;
bzw. Uy =V wiirde U; = V5 bzw. U; = V; folgen, im Widerspruch zur Annahme.

Angenommen V; C Uy: Seien z € V) und y € U; \ V;. Falls es von x nach y einen Weg
geben wiirde, dann gibe es einen zu y adjazenten Knoten z € Us. Wegen y, z € V,
sind aber y und z nicht adjazent.

In analoger Weise konstruiert man nichtzusammenhéngende Knoten z,y in allen
Fallen V; C U; oder U; C V;. Damit bleibt noch der Fall zu untersuchen, dass fiir
alle 4, j gilt V; N U; # 0.

Sei x € ViNU; und y € Vi N Us. Wir nehmen an, dass die Knoten x und y iiber
einen Weg © = 21, 29,...,2, = y verbunden sind. Wegen x € V; N U; folgt dann
29 € Vo NU,. Entsprechend folgt z3 € V) N U;. Man sieht, dass kein Zwischenknoten
z; und auch nicht der Endknoten y aus V; N Us sein kann. Widerspruch!

2. Sei B = (U, Uy, E) eine bipartite Zerlegung von G und m = |U;|,n = |Us|. Dann
gilt [V = m+nund 1 < m,1 < n. Falls V vollstandig bipartit ist, dann gilt
|E| = m - n. In allen Féllen gilt also |E| < m - n. Wir rechnen

|E| < m-n
< m-n+(m_n)2
- 4
_dmn+ (m —n)?
B 4
_ (m+np VP
B 4 4
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Tutoraufgabe 3

Eine Briicke in einem zusammenhéngenden Graphen G = (V, E) ist eine Kante e € F, so
dass G' = (V, E\{e}) nicht mehr zusammenhéngend ist. Man zeige:

1. Ein Graph, in dem alle Knoten einen geraden Grad haben, enthélt keine Briicke.

2. Eine Kante ist genau dann eine Briicke, wenn sie auf keinem Kreis liegt.
Losung

1. Angenommen die Behauptung wére falsch und ein solcher Graph enthielte eine
Briicke. Dann wiirde man durch das Entfernen der Briickenkante zwei nicht zu-
sammenhéngende Teilgraphen erhalten, in denen jeweils nur ein Knoten ungeraden
Grad hat. Dies ist aber nicht moglich, da die Anzahl der Knoten mit ungeradem
Grad bekanntlich gerade sein muss (siehe Vorlesung).

2. e ist eine Briicke = e liegt auf keinem Kreis. Beweis durch Kontraposition:

Wenn die Kante e = {v,w} auf einem Kreis liegt, dann kann man e problemlos
entfernen ohne den Zusammenhang des Graphen zu zerstoéren, da v und w ja noch
iiber den verbleibenden Teil des Kreises miteinander verbunden ist. e kann also keine
Briicke sein.

e ist eine Briicke < e liegt auf keinem Kreis:

Wenn e = {v,w} auf keinem Kreis liegt, dann gibt es keinen Weg von v nach w
aufler iiber e. Durch das Entfernen von e wird der Graph also unzusammenhéngend.
Somit ist e eine Briicke.

Tutoraufgabe 4
Es sei G = (V, E) ein Graph. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

1. @ ist ein Baum.

2. G ist maximal kreisfrei. Das bedeutet, dass G kreisfrei ist und es fiir jede Kante
e € {{v1,v2}| v1,v2 € V vy # vo} \ E im Graph (V, E' U {e}) einen Kreis gibt.

3. G ist minimal zusammenhéangend. D. h., G ist zusammenhéngend und fiir jede Kante
e € E ist der Graph (V, E'\{e}) nicht zusammenhéngend.
Losung
1. = 2.: Ein Baum ist ein zusammenhéngender, kreisfreier Graph. Nach Vorlesung gilt
auBerdem |E| = |V| — 1.

Sei nun e = {vy,vo} mit vy # ve und e ¢ E. Der Graph (V, E'U {e}) besitzt genau
so viele Kanten wie Knoten, er ist also nach Vorlesung kein Baum mehr. Da er aber
weiterhin zusammenhéngend ist, muss er nun einen Kreis enthalten.
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2. = 3.: Wir zeigen zunichst, dass G zusammenhingend ist. Angenommen, G ist
nicht zusammenhéingend, dann enthélt G zwei Knoten v, w, die nicht durch einen
Pfad verbunden sind. Das Einfiigen von {v,w} erzeugt dann keinen Kreis, was der
maximalen Kreisfreiheit widerspricht.

Nun beweisen wir, dass G minimal zusammenhéngend ist. Sei {u,v} € E eine
beliebige Kante des Graphen. Wenn (V) E'\ {u, v}) zusammenhéngend ist, so gibt es
einen Pfad (u,uq,...,u,,v) von u nach v mit w; # u und w; # v fur i € {1,...,r}.
Damit ist aber (u,uq,...,u,,v) ein Kreis in G. Widerspruch.

3. = 1.: Wir haben zu zeigen, dass G kreisfrei ist. Wiirde G aber einen Kreis enthalten,
so konnte man eine Kante aus dem Kreis entfernen, ohne die Erreichbarkeit der
anderen Knoten zu verletzen. Widerspruch!
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