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Hörsaal verlassen von . . . . . . bis . . . . . . / von . . . . . . bis . . . . . .

Vorzeitig abgegeben um . . . . . .

Besondere Bemerkungen:

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 Σ Korrektor

Erstkorrektur

Zweitkorrektur



Aufgabe 1 (8 Punkte)
Wahr oder falsch? Begründen Sie Ihre Antwort.

1. Die Anzahl der reflexiven Relationen R ⊆ M ×M über einer 3-elementigen Menge
M ist 64.

2. Für alle Funktionen f : A→ B und g : B → C gilt:
Falls g surjektiv auf C und f nicht surjektiv auf B ist, dann ist die Komposition
f ◦ g mit (f ◦ g)(x) = f(g(x)) nicht surjektiv auf C.

3.
√

ln(n+1) ∈ o(ln
√
n+1) .

4. Für alle n∈N gilt:
∑n

k=1 sn,k = n!.

5. Für alle n∈N gilt: n2 mod(n+ 1) = 1.

6. Jeder (zusammenhängende oder unzusammenhängende) Graph, dessen Knotenmen-
ge V und Kantenmenge E die Gleichung |V | = |E|+ 1 erfüllt, ist planar.

7. Jeder Graph mit Gradfolge 1,1,1,1,1,5 besitzt ein perfektes Machting.

8. Jede Gruppe mit 7 Elementen ist kommutativ.

Lösung

Pro Teilaufgabe: 1
2

Punkt bei richtiger Antwort, 1
2

Punkt für korrekte Begründung.

1. Wahr! R = R′ ∪ Id mit R′ ⊆ (M ×M) \ Id und Id = {(x, x) |x ∈M}.
Dann gilt |P((M ×M) \ Id)| = 29−3 = 64.

2. Falsch! Gegenbeispiel: A = {1}, B = {1, 2}, C = {1} und f(1) = 1), g(x) = 1.

3. Wahr! o(ln
√
n+1) = o(1

2
ln(n+1)) = o(ln(n+1)) und

√
k ∈ o(k).

4. Wahr! Die Summation geht über alle Permuationen von [n],
und davon gibt es bekanntlich n! viele .

5. Wahr! n2 mod(n+ 1) = ((n+ 1)2 − 2(n+ 1) + 1) mod(n+ 1) = 1.

6. Falsch! Gegenbeispiel: K5 ergänzt um 6 isolierte Knoten.

7. Falsch! Der Graph ist ein Stern mit mehr als 2 Knoten.

8. Wahr! Eine Gruppe mit 7 Elementen ist zyklisch, weil sie nach Lagrange
keine echte Untergruppe enthalten kann. Und jede zyklische Gruppe
ist kommutativ.
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Aufgabe 2 (10 Punkte)
Für den aussagenlogischen Operator ⊗ des

”
ausschließenden Oder“ gilt bekanntlich die

Kommutativität x⊗y ≡ y⊗x und die Assoziativität (x⊗y)⊗z ≡ x⊗ (y⊗z). Wir dürfen
auch x⊗ y ≡ ¬(x⇔ y) als bekannt voraussetzen.

1. Zeigen Sie mittels Angabe einer geeigneten Belegung β, dass die Distributivität
x⊗ (y ⇔ z) ≡ (x⊗ y)⇔ (x⊗ z) nicht gilt.

Für Variablen x1, x2, . . . , xk mit k ∈ N betrachten wir den klammerfreien Ausdruck
x1 ⊗ x2 ⊗ . . . ⊗ xk, den wir im Folgenden kurz mit

⊗k
i=1 xi bezeichnen wollen.

Für jede passende Belegung β sei der Wert
[⊗k

i=1 xi

]
(β) mittels einer beliebigen korrekten

Klammerung definiert, z. B. im Fall k = 3 mittels
⊗3

i=1 xi = (x1 ⊗ x2)⊗ x3 .

2. Bestimmen Sie mit einer Wahrheitstafel, für wie viele minimale passende Belegungen
β der Ausdruck

⊗3
i=1 xi den Wert 0 besitzt.

3. Zeigen Sie für alle n ∈ N und Belegungen β mittels vollständiger Induktion über n:
Falls β(xi) = 1 für alle i = 1, 2, . . . , (2n+ 1) gilt, dann gilt auch

[⊗2n+1
i=1 xi

]
(β) = 1.

Lösung

1. Seien β(x) = 1, β(y) = 1, β(z) = 0. (1 P.)

Dann gilt
[x⊗ (y ⇔ z)](β) = 1, (1

2
P.)

[(x⊗ y)⇔ (x⊗ z)](β) = 0. (1
2

P.)

2. β0 β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7

x1 0 0 0 0 1 1 1 1
x2 0 0 1 1 0 0 1 1
x3 0 1 0 1 0 1 0 1

x1 ⊗ x2 0 0 1 1 1 1 0 0
(x1 ⊗ x2)⊗ x3 0 1 1 0 1 0 0 1

.

(3 P.)

Die zu bestimmende Anzahl ist 4. (1 P.)

3. Induktionsanfang n = 1: Seien β(x1) = 1, β(x2) = 1, β(x3) = 1.

Dann gilt
[⊗2n+1

i=1 xi
]

(β) = [(x1 ⊗ x2)⊗ x3](β) = 1 . (1 P.)

Induktionsschluss von n auf n+ 1:[⊗2(n+1)+1
i=1 xi

]
(β) =

[
(((
⊗2n+1

i=1 xi)⊗ x2n)⊗ x2n+1)
]

(β) (2 P.)

= 1 . (1 P.)
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Aufgabe 3 (10 Punkte)
Seien x, y, z Variablen und P ein 2-stelliges Prädikat aus dem Vokabular der prädikaten-
logischen Syntax. Wir betrachten die Formel

F = ∀x∀y (P (x, y)⇒ ∃z (¬P (x, z) ∧ P (y, z)) ) .

1. Zeigen Sie mithilfe der Regeln nach De Morgan die logische Äquivalenz

¬F ≡ ∃x∃y (P (x, y) ∧ ∀z (P (x, z) ∨ ¬P (y, z)) ) .

2. Geben Sie passende Strukturen S bzw. T an, so dass [F ](S) = 1 und [¬F ](T ) = 1
gelten.

3. Sei S = (US, IS) eine zu F passende Struktur, die F wahr macht, d.h., dass
[F ](S) = 1 gilt.

Zeigen Sie mit Widerspruchsbeweis für alle a ∈ US, dass (a, a) 6∈ IS(P ) gilt.

Lösung

1. ¬F ≡ ∃x∃y ¬(P (x, y)⇒ ∃z (¬P (x, z) ∧ P (y, z)) ) (1 P.)
≡ ∃x∃y (P (x, y) ∧ ¬∃z (¬P (x, z) ∧ P (y, z)) ) (1 P.)
≡ ∃x∃y (P (x, y) ∧ ∀z (P (x, z) ∨ ¬P (y, z)) ) (1 P.)

2. Sei PS = ∅. Dann gilt [F ](S) = 1. (2 P.)

Sei UT = {1} und PT = {(1, 1)}. Dann gilt [¬F ](T ) = 1. (2 P.)

3. Annahme a ∈ US und (a, a) ∈ IS(P ). (1 P.)

Nach Voraussetzung gilt [F ](S) = 1.
Daraus folgt P (a, a)⇒ ∃z (¬P (a, z) ∧ P (a, z)). (1 P.)

Da P (a, a) gilt, folgt ∃z (¬P (a, z) ∧ P (a, z)). Widerspruch! (1 P.)
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Wir betrachten Kanten-gewichtete Graphen Gn = (V,E) nach Art einer ringförmig ge-
schlossenen Strickleiter mit 2n Knoten a1, a2, . . . , an und b1, b2, . . . , bn für n ∈ N, sowie
Kanten {ai, bi}, {ai, a(imodn)+1}, {bi, b(imodn)+1} mit i ∈ [n]. Die ganzzahligen Gewichte
der Kanten seien i für {ai, bi} und imodn für {ai, a(imodn)+1} und {bi, b(imodn)+1} mit
i ∈ [n]. Für n = 4 ergibt sich beispielsweise der folgende Graph

G4:

�
��
b1 �
��

b2 �
��
b3 �
��

b4

�
��
a1 �
��

a2 �
��
a3 �
��

a4

�
�

�
�

�
�

�
�

0

1 2 3

0

1 2 3

1 2 3 4

1. Zeigen Sie, dass Gn für geradzahlige n bipartit ist.

2. Wir betrachten G4 und nehmen an, dass die Knoten von 1 bis 8 nummeriert sind,
so dass die Knoten ai die Nummer i und die Knoten bi die Nummer i+ 4 erhalten.

Stellen Sie den Spannbaum von G4 mit Prüfer-Code 1, 2, 2, 3, 3, 4 graphisch dar.

3. Bestimmen Sie mithilfe des Algorithmus von Kruskal die Kantenmenge eines mini-
malen Spannbaums von G4. Protokollieren Sie Ihren Berechnungsweg.

Lösung

1. Seien V1 = {ai | i ungerade}∪ {bi | i gerade} und V2 = {ai | i gerade}∪ {bi | i ungerade}.
Dann ist G′ = (V1, V2, E) ein bipartiter Graph und G = G′.

(4 P.)

2.

�
��
b1 �
��

b2 �
��
b3 �
��

b4

�
��
a1 �
��

a2 �
��
a3 �
��

a4

(4 P.)

3. (4 P.)
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
Die Menge der Permutationen über der Menge [n] natürlicher Zahlen zusammen mit der
Komposition ◦ von Abbildungen nennt man die Symmetrische Gruppe Sn. Wir betrachten
Sn für gewisse n ∈ N mit id als dem neutralen Element.

1. Geben Sie ein Element p ∈ S9 an, so dass 9 die kleinste Zahl ist mit p9 = id.

2. Geben sie Elemente p, q ∈ S4 an, so dass gilt p ◦ q 6= q ◦ p.

3. Welcher Zusammenhang besteht zwischen S2 und 〈Z∗4 , ·4〉 ?
Hinweis : Definitionsgemäß gilt Z∗4 = {x ∈ N |x < 4 und ggT (x, 4) = 1} und ·4 ist
die Multiplikation modulo 4.

Lösung

1. p = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). (3 P.)

2. p = (1, 2)(3, 4), q = (1, 3)(2, 4). (3 P.)

3. Isomorphie. (4 P.)
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Aufgabe 6 (10 Punkte)
Wir zählen gewisse Möglichkeiten, Wörter über dem 3-elementigen Alphabet A = {a, b, x}
zu bilden. Geben Sie alle Ergebnisse als Dezimalzahl an und begründen Sie Ihre Ergeb-
nisse!

1. Wie viele Wörter über {a, b} gibt es, in denen der Buchstabe a höchstens einmal
und der Buchstabe b höchstens zweimal vorkommt (z. B. ba, das leere Wort ε)?

2. Wie viele Wörter über {a, b} der Länge 11 gibt es, in denen genau zweimal der
Buchstabe a vorkommt und gleichzeitig mindestens zwei Buchstaben b zwischen
den beiden a’s auftreten?

3. Wie viele Wörter über A der Länge 6 gibt es, in denen der Buchstabe a einmal, der
Buchstabe b zweimal und der Buchstabe x dreimal vorkommt?

Lösung

Die Ergebnisse sind zu begründen!

1. Länge 0: 1. Länge 1: 2 (1 P.)
Länge 2: 3. Länge 3: 3 (1 P.)
Ingsesamt: 11

2. n = 7 gleiche Bälle in m = 3 unterscheidbare Urnen:
(
m+n−1

n

)
.

Ergebnis:
(
9
3

)
= 84. (4 P.)

3. Ergebnis: 6
(
5
2

)
= 60. (4 P.)
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Aufgabe 7 (10 Punkte)
Wir betrachten 3 Fehlerkategorien R, B und G, die ein Versandhaus beim Versand von
Paketen benutzt. Die Ausgangskontrolle markiert ein fehlerhaftes Paket jeweils mit ei-
nem roten bzw. blauen bzw. grünen Aufkleber je nachdem, welche Fehler der genannten
Arten bei dem Paket festgestellt wurden (für jede Farbe höchstens einen entsprechenden
Aufkleber).

Wir nehmen an, dass die genannten 3 Fehlerarten bei jeder Zählung von 1000 fehlerhaften
Paketen gleich häufig vorkommen. Wir nehmen weiter an, dass von 1000 Paketen jeweils
deren Aufkleber wie folgt gezählt wurden:

5 Pakete mit Aufklebern aller drei Farben,
25 Pakete mit genau 2 Aufklebern der Farben rot und blau,
40 Pakete mit genau 2 Aufklebern der Farben rot und grün und
50 Pakete mit genau 2 Aufklebern der Farben blau und grün.

1. Wie viele von den 1000 markierten Paketen tragen einen roten Aufkleber?

2. Wir nehmen an, dass im Protokoll der Ausgangskontrolle die Zählung wie oben
steht, allerdings wegen eines einzigen Tippfehlers die letzte Zeile wie folgt lautet:

500 Pakete genau 2 Aufkleber der Farben blau und grün.

Wie kann man allein aus den genannten Zahlen heraus nachweisen, dass ein Tipp-
fehler vorliegen muss?

Lösung

1. 375. (6 P.)

2. (Durchschnitte dürfen nicht größer werden.) Selbe Rechnung. (4 P.)
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Aufgabe 8 (10 Punkte)
Wir betrachten den Ring der Polynome Z3[x] über dem Körper Z3. Sei π(x) ∈ Z3[x] das
Polynom π(x) = x3 + 2. Zeigen Sie für Polynome aus Z3[x]:

1. (x3 + 2)3 = x9 + 2.

2. Es gilt x8 ≡ x2(mod π(x)), d. h. x8 ist kongruent zu x2 modulo π(x).

Hinweis : Bestimmen Sie den Rest bei Division von x8 durch π(x).

3. Der Restklassenring 〈Z3[x]π(x),+π(x), ·π(x)〉 ist kein Körper.

Lösung

1. Rechnung (3 P.)

2. Rechnung (4 P.)

3. Reduzibilität (3 P.)
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