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Mit Blatt 14 konnen Sie Zusatzpunkte erwerben.
Berechnungsbasis fiir Bonuspunkte sind Blatt 1 bis 135.

Hausaufgabe 1 (3 Punkte)

Eine Tour in einem Graphen G = (V, E) ist ein Weg vg, vy, . . ., v, fiir n € N mit paarweise
verschiedenen Kanten e; = {v;_1,v;} aus F fir alle ¢ € [n]. Die Tour heifit geschlossen,
falls vg = v, und n > 3 gilt.

Wir nehmen an, dass G zusammenhéngend ist, mindestens 3 Knoten besitzt und alle
Knoten in G den Grad 2 oder 4 besitzen.

1. Zeigen Sie, dass jede nicht geschlossene Tour ey, es, ... e, zu einer Tour
€1,€2,...€n,6nr1 in G verldngert werden kann.

2. Zeigen Sie, dass jeder Knoten v stets Element eines Kreises in G ist.

Hausaufgabe 2 (3 Punkte)

Es sei G = (S, 0,e) eine Gruppe mit genau 4 Elementen e, a,b,c € S, in der speziell fiir a
gilt a®> = e mit dem neutralen Element e.

1. Geben Sie zwei verschiedene Gruppen mit obiger Eigenschaft an, indem Sie die
zugehorigen Verkniipfungstabellen konstruieren.

2. Zeigen Sie, dass es keine weiteren Gruppen mit obiger Eigenschaft gibt.

3. Wir betrachten jetzt beliebige Gruppen mit 4 Elementen.

Zeigen Sie, dass es in diesen stets ein Element mit Ordnung 2 gibt.

Hausaufgabe 3 (3 Punkte)

Die Menge M aller Abbildungen F' : R — R der Menge R der reellen Zahlen in R bildet
zusammen mit der Komposition o von Abbildungen bekanntlich ein Monoid (M, o).

Wir betrachten die Teilmenge S aller speziellen Abbildungen F ;(x) aus M, die fiir alle
a,b € R mit a # 0 und x € R definiert sind durch die Gleichung

Fop(x) =a-x+0b.
1. Bestimmen Sie fiir alle F},; und F,; die reellen Zahlen e, f, so dass gilt
For=FopoF.q.

Begriinden Sie, warum (S, o) eine Unteralgebra von (M, o) ist.
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2. Zeigen Sie, dass (S, 0) ein Monoid ist.

3. Zeigen Sie, dass (S, 0) eine Gruppe ist.
Ist (S, 0) kommutativ?

Hausaufgabe 4 (3 Punkte)

(Aus Klausur 2007)
Geben Sie zu den folgenden Aufgaben das Ergebnis als natiirliche Zahl in Dezimaldarstel-
lung an oder als Zahlausdruck. Begriinden Sie jeweils Thre Antwort moglichst knapp.

1. Wie viele perfekte Matchings besitzt der K537

2. Betrachten Sie die Kongruenzrelation =;3 auf Z.
Sei A die Kongruenzklasse modulo 13, die die Zahl —100 enthélt.
Wie viele Elemente x € A gibt es mit 0 < z < 1007

3. Geben Sie die Ordnung des Elementes 8 der Gruppe (Zsg, +29) an.

Hausaufgabe 5 (3 Punkte)

(Aus Klausur 2007)

Sei m(z) = x*+2 € Zs[z]. Wir betrachten den endlichen Ring R = ( Zs[2]x(z), +r(z) ‘n(z) )-
Sei E die Menge aller Elemente von Zg[x]ﬂ(x), die ein inverses Element beziiglich der
Multiplikation -(,) besitzen.

1. Zeigen Sie, dass £/ = U {0} abgeschlossen ist unter der Multiplikation (), d. h.
PIEE =parwqg€el.
2. Bestimmen Sie E'! (Es wird eine Begriindung verlangt!)

Hinweis: Es konnte hilfreich sein, die Nullteiler von R vorab zu bestimmen.

3. Zeigen Sie, dass £’ nicht abgeschlossen ist unter der Addition -+, d.h. keinen
Unterring von R bildet!



