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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

1. Seien A eine Annahmenmenge im Herleitungskalkiil der Aussagenlogik, H eine For-
mel und z eine Aussagenvariable. Zeigen Sie durch Anwendung von Regeln des
Herleitungskalkiils, dass aus den Inferenzen A,z + H und A,—x F H die Inferenz
AF H folgt.

2. Wir betrachten A = {3z P(x)} im Herleitungskalkiil der Pradikatenlogik. Sei a eine
Konstante. Wo genau liegt der Fehler in der folgenden Herleitung von A - Va P(z)?

Nr. Annahmen Konklusion Regelanwendung

1 A, P(a) + Pla) Annahmeregel

2 A+ dzP(x) Annahmeregel

3. A+ P(a) 1.42.4 Existenzquantorbeseitigung
4 A F VaP(x) 3.4 Allquantoreinfiihrung .

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Seien a, b bzw. x,y, z bzw. P Konstanten bzw. Variablen bzw. ein 3-stelliges Pradikat aus
dem Vokabular des Préadikatenkalkiils. Wir betrachten die Formel F' mit

F = (x=a) NVzxIy3dz (~(z=2)AN=(z2=y) ANP(b,y,2)).

1. Geben Sie fiir jedes Vorkommen einer Variablen in F' seinen Giiltigkeitsbereich an.
2. Entscheiden Sie, welche Vorkommen von Variablen in F' frei bzw. gebunden sind.

3. Geben Sie moglichst , minimale* Strukturen S; und S an, die zu F' passen und F
wahr bzw. falsch machen, so dass also [F](S1) =1 bzw. [F](S2) = 0 gilt.
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Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

Abbildungen f : A — B einer Menge A in eine Menge B kann man als binére Relationen
R auffassen, wobei (z,y) € R genau dann gilt, wenn f(x) = y gilt. Wir betrachten nun
einstellige Pradikate M und N, und ein zweistelliges Pradikat P.

1. Geben Sie eine pradikatenlogische Formel F fiir die genannten Pradikate an, so dass
fiir alle zu F' passenden Strukturen S = (U, I), die F' wahr machen, gilt:

I(P) ist eine Abbildung von I(M) in I(N).

2. Leiten Sie durch Anwendung von Aquivalenzregeln eine zu —F #quivalente Formel
G her, so dass der Operator — in GG nie links von einem Quantor steht.

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)

Seien P, (), R und S pridikatenlogische Formeln, die jeweils die Individuenkonstante a
enthalten. Beweisen Sie die folgenden Aquivalenzen durch Anwendung von Aquivalenzre-
geln.

1. Wir nehmen an, dass die Variable z in () nicht vorkommt und % in P nicht vorkommt.
Dann gilt
VP V Yy@Q = VaVy(P V Q).

2. Wir nehmen an, dass die Variablen z,u und v nicht in P vorkommen. Wir nehmen
auch an, dass die Variable u nicht in R vorkommt und die Variable v nicht in @
vorkommt. Dann gilt

Vy[PA3Jz(Vu@VYv R)] = VYydzVuVou [PA(QV R).

Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hiuslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

Machen Sie sich mit den Eigenschaften der Logarithmusfunktion ausreichend vertraut und
geben Sie einen direkten Beweis fiir die folgenden Gleichungen:

alogb c _ Clogb a Inlnn

, n = (Inn)™".

Hinweis: Fine der grundlegendsten Operationen der Analysis und Funktionentheorie ist
die Bildung der Potenz p?. Die daraus abgeleitete Funktion x* nennt man Potenzfunktion,
und die Funktion ¢ Exponentialfunktion mit dem Spezialfall ¢*. Die Umkehrung von a”
fithrt auf die Logarithmusfunktion log, .

Allgemein wird der Logarithmus einer Zahl z zur Basis b mit log, x bezeichnet. Soll eine
Aussage fiir beliebige Basen gelten, so schreibt man haufig log x. Die wichtige Formel fiir
die Umrechnung verschiedener Basen lautet dann

Fiir b = e bzw. b = 10 bzw. b = 2 schreiben wir Inx bzw. lgz bzw. Id z.
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Vorbereitung 2

Geben Sie fiir die folgenden Aussage einen direkten Beweis an.
Das arithmetische Mittel b = %Z?:l a; von n Zahlen a;, 1 < ¢ < n bleibt unverandert,
falls die Folge der a; mit beliebig vielen b's erweitert wird, d. h.

n n

b:%Zai = n—im(zai + m-b) = b.

i=1 =1

Hinweis : Fiir beliebige Funktionen f(x), deren Funktionswerte reelle Zahlen sind, kénnen
eine Summenfunktion 3 und eine Produktfunktion [] definiert werden der Form

> fG@) bzw. [ f0)

=10 =10

Dabei sind i, 19, n ganze Zahlen mit n > 1y. Es gilt

Zf f(ig) bzw. Hf

llIld =1 i=1io
n+1 n+1

> ) n—l—l—i—Zf bzw. ] fG)=f(n+1) Hf

1= ’LO 1= zo 1= zo 1= 10
Eine intuitive Vorstellung von der Summendefinition bekommt man durch die Schreibweise
Do J(@) = flio) + flio+ 1)+ ...+ f(n—1) + f(n).
Vorbereitung 3
Zeigen Sie mit geeigneter vollstdndiger Induktion die folgenden Gleichungen fiir jeweils
alle passenden Parameterbelegungen.

1. Im Folgenden wird die 1 als konstante Funktion fiir alle ¢ aufgefasst.

n n+k n
Sriy =Y fi-k), Y l=n—ig+1.
=g i=io+k i=io

a- Y f@) + Y g6) = (a-f(i) +b-g(i)).

1=10 1=10 =10

Vorbereitung 4

Fiir reellwertige Funktionen g : Ny — R ist die Menge o(g(n)) aller Funktionen f : Ny — R,
die ein kleineres Wachstum besitzen als g, wie folgt definiert:

f(n) €o(g(n)) <= (Ye>03IngeNVYn>ny[lf(n)]<e-gn).

Ein bedeutender Spezialfall dieser Definition ist unter anderer Bezeichnung bekannt. Eine
reellwertige Funktion f : Ny — R hat fiir gegen oo strebendes n den Grenzwert 0, i. Z.

lim f(1) =0 = f(n) € 1),

wobei 1 hier die konstante Funktion bedeutet, die fiir alle n den Wert 1 besitzt.

Man zeige unter sorgfiltiger Beachtung der Definitionen:

lim — =0.
n—oo M
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Tutoraufgabe 1

Wir betrachten die 3 methodischen Ansétze zum Beweis mathematischer Aussagen:

1. den direkten Beweis, 2. den indirekten Beweis und 3. den Widerspruchsbeweis.

Die Vorbereitungsaufgaben 1 und 2 verlangen jeweils einen direkten Beweis der betreffen-
den Aussagen. Im Folgenden soll in der ersten Teilaufgabe ein indirekter Beweis gefiihrt
werden, wihrend die 2. Teilaufgabe durch Widerspruch zu beweisen ist.

1. Es seien m,n, k € N natiirliche Zahlen mit m > n - k.
Zeigen Sie: Verteilt man m Hamster auf n Kéfige, so befinden sich in mindestens
einem Kéfig £ + 1 oder mehr Hamster.

Fiihren Sie einen indirekten Beweis, indem Sie annehmen, in allen Kéfigen wiirden

sich nach einer Verteilung weniger als k + 1 Hamster befinden.

2. Die reelle Zahl log,, 3 ist keine rationale Zahl, d.h., sie ist nicht als Bruch ganzer
Zahlen darstellbar.

Tutoraufgabe 2

Sei f : Ny = R eine Abbildung, die fiir n = 0 bzw. n = 1 die Werte f(0) = 1 bzw.
f(1) =4 annimmt und fiir alle n > 1 die folgende Gleichung erfiillt.

fin+1)=4-(f(n) - f(n—1)).
Man zeige mit vollstdndiger Induktion: Fiir alle n € Ny gilt

f(n)=(n+1)-2".

Tutoraufgabe 3
Seien f, g : Ny — R reellwertige Funktionen und g habe héchstens endlich viele Nullstellen.
Zeigen Sie:

f(n)

9(

f(n)eo(lg(n)]) <<= nh_{go‘—n)

=0.

Tutoraufgabe 4

Man beachte, dass wir im Folgenden die Schreibweise pradikatenlogischer Ausdriicke nicht
mehr nach dem frither eingefiihrten Kalkiil ausrichten, sondern an die mathematischen
Erfordernisse anpassen. Der Bezug zum Kalkiil ist aber jederzeit rekonstruierbar.

1. Fiir die reellwertigen Funktionen f,g : Ny — R mit f(n) = 2" und g(n) = n? gilt
bekanntlich f(n) € o(g(n)), d.h. (3¢ > 0Vny € NoIn > ng) [|f(n)| > ¢ g(n)].

Beweisen Sie diese Eigenschaft, indem Sie fiir ¢ = 5 die folgende Aussage nachweisen:

(V?’Lo € Ngdn > ’rL()) [2” >5- 712] .

2. Geben Sie Funktionen f, g : Ny — R an, fiir die gilt
f(n) €o(lg(n)|) und g(n) & O(|f(n)]).



