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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

1. Sei n € N. Wie viele verschiedene Tupel (A;, A2) mit disjunkten und nicht leeren
Ay, Ay C [n] gibt es? Begriindung!

2. Wie viele Losungen (xy, x9, 23, 24, 25) € {0,1,2,3,4,5}° der folgenden Gleichung
gibt es:
$1+[E2+l‘3+[[’4+1’5 = 19

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

1. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 nicht unterscheidbare Gegenstéinde in 3 nicht
unterscheidbare Schachteln zu legen?

2. Wie viele Moglichkeiten gibt es, in 5 nicht unterscheidbare Pakete 15 gleiche Apfel
zu verteilen, wenn in jedem Paket mindestens 1 Apfel enthalten sein soll?

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

2n

2k) eine gerade Zahl ist.

1. Zeigen Sie, dass (Z) genau dann eine gerade Zahl ist, wenn (

2. Zeigen Sie nun durch vollstdndige Induktion, dass die 2"-te Zeile des Pascalschen
Dreiecks fiir jedes n € N nur aus ungeraden Zahlen besteht.

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)
Beweisen Sie fiir alle n, k € N die folgende Formel fiir die Stirling-Zahlen zweiter Art.
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Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

Sei M eine endliche Menge und z = (a1, as, .. ., ajp) ein |M|-Tupel mit paarweise verschie-
denen a; € M. Dann nennen wir die Abbildung 7, : M — M mit m,(a;) = (i mod |M])+1
einen Zyklus der Linge |M| mit Basis M und Darstellung z. Fiir jeden Zyklus 7 bezeichne
M (7) die Basis von w. Man kann 7, als zyklische Nachfolgerbildung in M auffassen.

1. Wie viele Darstellungen besitzt ein Zyklus der Liange 37
Welchen Zyklus stellt z = (4,1, 3,2) dar und welche Basis hat der Zyklus?
Welche verschiedenen Darstellungen hat 7,3 ? Ist m,* ein Zyklus ?

Zyklen p, o heiflen disjunkt, falls M (p) N M (o) = 0 gilt, d.h., falls deren Basismengen
disjunkt sind. Eine Menge Z von paarweise disjunkten Zyklen heif3t Zyklenpartition. Dabei
bildet die Menge der Basismengen P; = {M(7)|m € Z} eine Mengenpartition der Ver-
einigung der Basismengen M(Z) = |J,., M (7). Wir sagen, dass Z eine Zyklenpartition
der Menge M (Z) ist.
2. Welche Basis haben die Zyklen zu z; = (2,5), 20 = (1), 23 = (5,4,3,2,1)7

Geben Sie eine extensionale Darstellung der Abbildungen ., an!

Warum ist Z = {m,,, 7,,, 7., } keine Zyklenpartition von [n]?
Sei Z eine Zyklenpartition von [n]. Dann ist eine bijektive Abbildung f; : [n] — [n]
gegeben fiir alle ¢ € [n] durch

fz(i) =7(1), falls i€ M(m)und 7w € Z.
3. Zyklenpartitionen werden héufig durch eine Folge z; 25 . . . z; von Zyklendarstellungen
z; definiert, wobei die Reihenfolge der z; in der Folge keine Rolle spielt.
Sei Z = (4,5,1)(3)(2) eine Zyklenpartition.
Beschreiben Sie die Abbildung f7 extensional!

4. Eine Funktion f sei gegeben durch die folgende Matrixdarstellung.
fo 1234567289
~\8 16 2795 43)"°
Berechnen Sie {f%(2)|i € N}, {f%(3)]i € N}, {f(5)]i € N} !
Bestimmen Sie eine Zyklendarstellung von f, d.h. eine Zyklenpartition Z von [9],
so dass f(i) = fz(1) fiir alle i € [9] gilt!
5. Sei f wie vorhin.
Geben Sie eine Matrixdarstellung von f2 an!

Geben Sie eine Zyklendarstellung von f? an!

Bestimmen Sie die kleinste Zahl k > 0, so dass ¥ = id gilt, wobei id die identische
Abbildung ist!
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Vorbereitung 2
Stellen Sie fiir den Graph

G = ({a,b,c,d,e, f,g,h},{{a,b},{a,d},{a, e}, {b,d},{c,h} {d e}, {d, [}, {g,h}})

1. die Inzidenzmatrix und die Adjazenzmatrix auf.
2. Welche Zusammenhangskomponenten hat G?7

3. Zeichnen Sie eine graphische Darstellung von G.

Vorbereitung 3
Die absteigende Gradfolge eines Graphen G mit Knotenmenge V' = {vy,va,...,v,} ist
definiert als die Folge der in absteigender Reihenfolge angeordneten Knotengrade d(v;).
1. Gibt es Graphen zu folgenden Gradfolgen?
i) 2,1,0. i) 3,3,3,3,2,2. ii) 3,3,3,2,2,2.

2. Beweisen oder widerlegen Sie:
i) Zwei isomorphe Graphen haben die gleiche Gradfolge.
ii) Zwei Graphen, die die gleiche Gradfolge haben, sind isomorph.

Vorbereitung 4

1. Zeigen Sie, dass der Graph (5, fiir n € N bipartit ist.
Gilt das Gleiche auch fiir Cy,, 17

2. Zeigen oder widerlegen Sie: Jeder Graph mit n > 2 Knoten enthélt mindestens zwei
Knoten mit gleichem Grad.

Vorbereitung 5

1. Es gibt keinen Baum ohne Bléatter! Wahr oder falsch? Begriindung!

2. Zeigen Sie, dass jeder Baum 7' = (V, E), fiir den |V| > 2 und fir alle v € V
deg(v) # 2 gilt, einen Knoten vy enthilt, der zu mindestens 2 Blittern benachbart
ist. Dabei bezeichnet deg(v) den Grad von v.

Hinweis : Entfernen Sie die Blétter eines Baumes.

3. Jeder Baum ist bipartit. Beweis!

4. Jeder k-regulire Graph mit k > 2 enthélt einen Kreis. Beweis!
Hinweis : Ein Graph heifit k-regulér, wenn alle Knoten den Grad k£ haben.

5. Jeder zusammenhéingende Graph enthélt einen Knoten, den man entfernen kann,
ohne dass der Graph in mehrere Zusammenhangskomponenten zerfillt. Beweis!

Vorbereitung 6

1. Gegeben seien die Baume
By = ([9],{{1,9},{2,9}, {4, 7}, {5,6},{8,3},{6, 7}, {7, 9}, {3,9}}),
By = ([9],{{2, 1}, {1, 7}, {5, 3}, {4, 1}, {7, 3},{9. 3}, {6, 4}, {8,4}})..
Bestimmen Sie zu By und By jeweils den Priifer-Code.

2. Bestimmen Sie zu den folgenden Priifer-Codes die zugehorigen Béume.

i) 677TTTTTT, i) 1112121, iii) 3456789.
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Tutoraufgabe 1

Wir betrachten die Stirling-Zahlen erster Art s, fiir n, k € Ny, also die Anzahl verschie-
dener Permutationen einer n-elementigen Menge mit k£ nichtleeren, paarweise disjunkten
Zyklen.

1. Begriinden Sie kurz die folgenden Spezialfélle.

So0=1, Spn=1 s,,=0, fallsk>n. s,0=0, fallsn >0.
2. Beweisen Sie mithilfe eines kombinatorischen Arguments, dass gilt:

1
Snn—2 = ﬁn(n —1)(n—2)3n—1).

Tutoraufgabe 2

1. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit den bipartiten Zerlegungen By = (Uy, Us, F)
und By = (V4, Vo, E), so dass Uy # Vi, Uy # Vs, gilt.

Zeigen Sie, dass G zwei verschiedene Komponenten besitzt.

2. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann gilt |E| < @. Beweis!

Tutoraufgabe 3

Eine Briicke in einem zusammenhéngenden Graphen G = (V, E) ist eine Kante e € E, so
dass G' = (V, E\{e}) nicht mehr zusammenhéngend ist. Man zeige:

1. Ein Graph, in dem alle Knoten einen geraden Grad haben, enthélt keine Briicke.

2. Eine Kante ist genau dann eine Briicke, wenn sie auf keinem Kreis liegt.

Tutoraufgabe 4
Es sei G = (V, E) ein Graph. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

1. G ist ein Baum.

2. G ist maximal kreisfrei. Das bedeutet, dass GG kreisfrei ist und es fiir jede Kante
e € {{v1,v2}| v1,v9 € V,v; # 09} \ E im Graph (V, E U {e}) einen Kreis gibt.

3. G ist minimal zusammenhéngend. D. h., G ist zusammenhéngend und fiir jede Kante
e € F ist der Graph (V, E'\{e}) nicht zusammenhéngend.



