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Karger, Motwani und Sudan veroffentlichten einen Farbungs-

algorithmus, der einen sogenannten vektor-k-farbbaren Graphen mit
O(n'—3(k=1) Farben farbt.



Karger, Motwani und Sudan veroffentlichten einen Farbungs-
algorithmus, der einen sogenannten vektor-k-farbbaren Graphen mit

O(n'=3%=1)) Farben farbt.

ldee ist nun:

Wenn wir einen Graphen mit O(n'~3*~1) Farben firben, dann
enthilt die groBte Farbklasse mindestens Q(n3/(F+1)) Knoten.

Voraussetzung: Graph ist vektor-k-farbbar.



Einleitung




Eingabegraph erfiillt

dann gibt es m Knoten die vektor-k-farbbar sind.

In diesem Fall kann eine unabhangige Menge der GroBe
Q(mB/(kH))

gefunden werden.



Eingabegraph erfiillt

dann gibt es m Knoten die vektor-k-farbbar sind.

In diesem Fall kann eine unabhangige Menge der GroBe
Q(mB/(kH))

gefunden werden.

Ergebnis von Boppana und Halldorsson bestimmt unabhangige

Menge der GroBe
Q(m/ =y



Definition 1 Es sei G = (V, E) ein Graph. Eine Zuweisung eines
Einheitsvektors a, € R” fiir jeden Knoten v € V heilit orthonormale
Représentation von G, falls fiir alle {v,w} ¢ E die Vektoren a, und
a,, orthogonal zueinander sind, das heil3t es gilt afaw — (.



Definition 1 Es sei G = (V, E) ein Graph. Eine Zuweisung eines
Einheitsvektors a, € R” fiir jeden Knoten v € V heilit orthonormale
Représentation von G, falls fiir alle {v,w} ¢ E die Vektoren a, und
a,, orthogonal zueinander sind, das heil3t es gilt afaw — (.

Definition 2 Essei G = (V, E) ein Graph. Dann ist die Lovdsz ¥(G)-
Zahl des Graphen G das Minimum iiber alle Einheitsvektoren d und
alle orthonormalen Reprasentationen (a,) von G von

1
%lea\?{ (dTa,)?



Es gilt stets

beziehungsweise



Es gilt stets
a(G) < I9(G) < x(G)

beziehungsweise

w(G) < I(G) < x(G) .

Fakt 3 Die Lovdsz 9(G)-Zahl eines Graphen G = (V, E) hat folgende
aquivalente Beschreibungen:

1. Es sei (b,) eine orthonormale Reprisentation des Graphen G und
d ein Einheitsvektor. Dann gilt

n

NG = d''v,)? .
(@) {31(%5}7;:1( )



2. Essei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt fiir die Lovasz ¥(G)-Zahl

VG) = mgxzn: z”: e

i=1 j=1

wobei B € R"*"™ eine symmetrische positiv semidefinite Matrix ist

flir die gilt
> b=
i=1
und
bij =0

fiir alle Kanten {i,j} € E des Graphen G.



Satz 4 Es sei G = (V, F) ein Graph. Dann gilt

a(G) < ¥(G) .



Satz 4 Essei G = (V, F) ein Graph. Dann gilt
a(G) < I(G) .
Beweis:
- sei I eine beliebige maximale unabhangige Menge in GG

- setze b, := e fur alle Knoten v € 1

- konstruiere Einheitsvektor f mit el f =0

setze b, := f fiir alle Knoten v € V' \ 1

- (b,) ist orthonormale Reprisentation von G



Es gilt

VAN




Der Algorithmus von Alon und Kahale beruht auf einem
Farbungsalgorithmus von Karger, Motwani und Sudan.



Der Algorithmus von Alon und Kahale beruht auf einem
Farbungsalgorithmus von Karger, Motwani und Sudan.

Definition 5 Es sei G = (V, E) ein Graph. Die vektorchromatische

Zahl x,(G) des Graphen G ist die kleinste reelle Zahl h, so dass es
eine Belegung der Knoten v € V' mit Einheitsvektoren a, gibt, so

dass fiir jede Kante {v,w} € E gilt

T 1



Die kleinste reelle Zahl h, so dass es eine Belegung der Knoten v € V
mit Einheitsvektoren a, gibt, so dass fiir jede Kante {v,w} € E gilt
T 1

Ty = —=———

h—1

a

nennen wir strenge vektorchromatische Zahl xs.,(G) des Graphen G



Die kleinste reelle Zahl h, so dass es eine Belegung der Knoten v € V
mit Einheitsvektoren a, gibt, so dass fiir jede Kante {v,w} € E gilt
T 1

Ay = —7——

h—1

a

nennen wir strenge vektorchromatische Zahl xs.,(G) des Graphen G

Fakt 6 Es sei G = (V, E) ein Graph. Gilt fiir die vektorchromatische
Zahl x,(G) < h, wobei h eine feste ganze Zahl mit h > 3 ist,

dann kann G von einem randomisierten Polynomialzeitalgorithmus
mit O(n'=3/(h+t1)) Farben gefirbt werden.

Fakt 7 Es sei G = (V, E) ein Graph. Die strenge vektorchromatische

Zahl des Graphen G ist gleich der Lovdsz ¥(G)-Zahl.



Satz 8 Es sei G = (V, E) ein Graph. Falls 9(G) > n/k + m gilt,
wobei k eine feste ganze Zahl mit k > 3 ist, kann eine unabhangige

Menge der GréBe Q(m?/*+t1D)) von einem randomisierten Polynomi-
alzeitalgorithmus gefunden werden.



Satz 8 Es sei G = (V, E) ein Graph. Falls ¥(G) > n/k + m gilt,
wobei k eine feste ganze Zahl mit k > 3 ist, kann eine unabhangige
Menge der GréBe Q(m?/*+t1D)) von einem randomisierten Polynomi-
alzeitalgorithmus gefunden werden.

Beweis:
- sei d ein Einheitsvektor und (b,) eine orthonormale Reprasentation

von G mit
n

I(G) =) (d"b;)

1=1

- sortiere Knoten, so dass gilt

(d"b1)? > (d"b)? > ... > (d"by)?



- wegen

(d'0)? + (d'b)* + ...+ (d'b,)*>—~4+m und (d'b,)* <1

S

gilt

—_

(d'b,,)* >



(dTh1)2 + (dTbo)2 + ... + (dTb,)2 > %+ m und (dTh,)% <1
gilt :
d’h,)? > =
(@"b)? >
- betrachte nun nur noch die ersten m Knoten V' = {1,...,m}

- es sei K der auf V' induzierte Untergraph von G

- die Vektoren (b,) mit v" € V' bilden eine orthonormale
Reprisentation des Graphen K



- es gilt
1

<k
3163‘/}_(, (dTb,U/)2 -
und damit
§74 : 1 1
Y#(K) = min max < max <k

1d,(byr)} v'eV’ (dTbv’)2 - eV (dbeU/)Q -



- es gilt
1

<k
’glea‘/}'{’ (dTb,U/)Q -
und damit
— : 1 1
Y(K) = min max < max <k

1d,(byr) } v'eV! (dTbv’)2 - eV (dTer/)Q -
- folglich gilt auBerdem

Xo(K) < Xoo(K) =9(K) <k

- demnach kann K mit O(m!=3/(k*1)) Farben gefirbt werden und

die groBte Farbenklasse bildet eine unabhangige Menge der GroBe
Q(mS/(kJrl))



Wie findet man nun einen Einheitsvektor d und eine orthonormale
Reprasentation (b,) des Graphen G' mit

n

I(G) =) (d"b;) 7

1=1



Wie findet man nun einen Einheitsvektor d und eine orthonormale
Reprasentation (b,) des Graphen G' mit

n

I(G) =) (d"b;) 7

1=1

Es reicht sogar, wenn gilt

n

> (dh;)? > 9(G) - 1.

1=1



Fiir die Lovasz 1(G)-Zahl des Graphen G = (V, F) gilt

WG) = m]g,XTr (BJ) ,

wobei B € R"*" eine symmetrische positiv semidefinite Matrix ist,
so dass die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

ITrb = 1
bi 0 fir alle Kanten {7,j} € F.



Fiir die Lovasz 1(G)-Zahl des Graphen G = (V, F) gilt

WG) = m]g,XTr (BJ) ,

wobei B € R"*" eine symmetrische positiv semidefinite Matrix ist,
so dass die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

ITrb = 1
bi 0 fir alle Kanten {7,j} € F.

Eine Matrix B mit Tr (BJ) > 9 — 1 kann in Polynomialzeit mit der
Ellipsoidmethode oder mit Innere-Punkte-Verfahren gefunden werden.



Da B symmetrisch positiv semidefinit ist, gibt es eine Matrix C' mit
B=cCch.

Die Matrix C' kann mit der Cholesky Zerlegung bestimmt werden.

Insbesondere gilt
T,
bij — C; Cj .



Da B symmetrisch positiv semidefinit ist, gibt es eine Matrix C' mit
B=cCch.

Die Matrix C' kann mit der Cholesky Zerlegung bestimmt werden.

Insbesondere gilt

bij = C:'L-FCJ' .
Setze .
b; = —
lcil
und

n .
12 i cill

(by) ist eine orthonormale Reprisentation des Graphen G.



Der Algorithmus von Alon und Kahale




Es gilt

Damit erhalten wir

n

> (d"b;)?

1=1

3

1=1

2
C;

1 und (

(32) (S

1=1



Gegeben ein Graph G = (V, F) mit a(G) > n/k+m und k > 3.



Gegeben ein Graph G = (V, F) mit a(G) > n/k+m und k > 3.

1. berechne orthonormale Reprisentation des Graphen G
(mittels Theta-Funktion)

2. sortiere Knoten absteigend entsprechend der Werte (d’b;)? mit
eV

3. wende Algorithmus von Karger et.al. auf den induzierten Untergra-
phen der ersten m Knoten an

4. gib groBte Farbklasse aus






