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3.7 Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

4 Suchen 119
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4.6.3 Löschen im (a, b)-Baum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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4.9 Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

5 Graphen 157

5.1 Grundlagen der Graphentheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
5.1.1 Ungerichtete Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
5.1.2 Gerichtete Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
5.1.3 Repräsentationen von Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . 164

5.2 Traversieren von Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
5.2.1 Tiefensuche (DFS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166



xii Inhaltsverzeichnis

5.2.2 Breitensuche (BFS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

5.2.3 Traversieren von Bäumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

5.3 Zusammenhang von Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

5.3.1 Ungerichtete Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

5.3.2 Gerichtete Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

5.4 Kürzeste Wege . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

5.4.1 Der Algorithmus von Floyd . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

5.4.2 Transitive Hülle von Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

5.4.3 Der Algorithmus von Dijkstra . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

5.4.4 Der Algorithmus von Dijkstra mit Priority Queues . . . . . 188

5.5 Interludium: Fibonacci-Heaps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

5.5.1 Aufbau eines Fibonacci-Heaps . . . . . . . . . . . . . . . . 192

5.5.2 Analyse von Fibonacci-Heaps . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
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6.6 Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

7 Arithmetik 251

7.1 Euklidischer Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

7.1.1 Grundalgorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

7.1.2 Erweiterte Version . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

7.1.3 Iterative Implementierungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

7.1.4 Effiziente Implementierungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

7.2 Modulare Arithmetik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

7.2.1 Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

7.2.2 Modulare Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

7.2.3 Chinesischer Restsatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

7.2.4 Berechnung von Potenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

7.3 Primzahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

7.3.1 Elementare Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

7.3.2 Primzahltests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

7.4 Interludium: Kryptographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

7.4.1 Public-Key-Kryptographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

7.4.2 Das RSA-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

7.4.3 Sicherheit des RSA-Verfahrens . . . . . . . . . . . . . . . . 276

7.5 Die schnelle Fouriertransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

7.5.1 Multiplikation von Polynomen . . . . . . . . . . . . . . . . 277

7.5.2 Eine alternative Methode zur Polynommultiplikation . . . . 278

7.5.3 Berechnung der Konvolution mittels FFT . . . . . . . . . . 279

7.6 Multiplikation ganzer Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

7.6.1 Analyse der Schulmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

7.6.2 Ein Divide-and-Conquer-Algorithmus . . . . . . . . . . . . 284

7.6.3 Analyse des Algorithmus von Karatsuba und Ofman . . . . 285

7.6.4 Verbesserung des Algorithmus von Karatsuba und Ofman . 287

7.7 Optimale Klammerung von Matrizenprodukten . . . . . . . . . . . 290

7.7.1 Einleitendes Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

7.7.2 Anzahl verschiedener Klammerungen . . . . . . . . . . . . . 290

7.7.3 Lösung mit dynamischer Programmierung . . . . . . . . . . 293

7.8 Matrizenmultiplikation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

7.8.1 Der Algorithmus von Strassen . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

7.8.2 Analyse des Algorithmus von Strassen . . . . . . . . . . . . 296

7.8.3 Verbesserung des Algorithmus von Strassen . . . . . . . . . 297

7.8.4 Weitere Entwicklungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

7.8.5 Invertierung von Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300



xiv Inhaltsverzeichnis

7.8.6 Transitive Hülle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
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